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ABSTRACT
Phonon dispersion curves for hexagonal Dz..O - ice have been measured by inelastic
neutron scattering at 900 K along the [1120], [0110] and [0001 ] direcfions , A
Born v. Karman - and a valence force model are fitted to the measured doto , The
Born v . Karman model employs 5 and the valence force model 2, 40r 5 independent
force constants. For the most common case the bonds parallel and oblique to the c-axis
and the corresponding angles ore assumed to be independent and an isotropic averaged
dipol-dipol interaction up to the second neighbours is taken into account. A completely
reduced form of the dynamical matrix Is presented. In addition to the fitted values of
the force constants the results of the model calculations using the measured elastic
constonts of Mitzdorf and Helmreich [ D20 ], Proctor end Dentl [both H20] are pre-
sen ted . Except the measurements of Dantl considerab le differences between the force
constants of the bonds parallel end oblique to the c-cxis are found in all other calcu-
lofions , These results are discussed together with Dantls hypothesis of apolar structur
of hexagonal ice which depends on the age of the crystals.
ZUSAMMENFASSUNG
Die Phononendispersion i~ hexago~alen D20 - Eis wurde durch inelastische Neutronen-
streuung entlang der [ 1120], [0110] und [0001 ] Symmetrierichtungen bei 900 K ge-
messen. Ein Born v . Karman - und ein Va Ienzkraftmode I I werden an die gemessenen Da-
ten angepaßt. Die Rechnung mit dem Born v , Karman Modell benutzt 5 und die mit dem
Vclenzkrcftmodell wahlweise 2, 4 oder 5 unabhängige Krcftkonstcnten , Im allgemeinsten
Fall werden dabei Bindungen parallel und schräg zur c-Achse und die zugehörigen Valenz-
winke! als unabhängig voneinander angenommen, und eine isotrope, gemittelte Dipol -
Dipol Wechselwirkung wird bis zu den zweiten Nachbarn berücksichtigt. Die algebraischen
Ausdrücke für die Elemente der dynamischen fv\atrix in einer vollständig reduzierten Form
werden im Anhang angegeben. Neben den angepaßten Kraftkonstanten werden die aus den
von Mitzdorf und Helmreich [ D"O L Proctor und Dantl [beide H?O ] gemessenen ela-
L ' . """'" -
stischen Konstanten berechneten Kraftkonstanten angegeben. Mit Ausnahme der Danti-
schen Messungen werden in allen anderen Rechnungen beträchtliche Unterschiede zwischen
den Kraftkonstanten für die Bindungen parallel und schräg zur c-Achse gefunden. Diese
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H20 gehört zu den einfachsten Molekülen. Die physikalischen Eigenschaften
des kondensierten Eises weisen jedoch so viele Besonderheiten auf, daß sie teil-
weise auch heute noch nicht in allen Einzelheiten verstanden werden.
Das Phasendiagramm von Eis enthält 9 bis heute bekannte Modifikationen. Nur
in den Phasen H, VIII und IX sind die Protonen geordnet. In allen übrigen sind
sie überwiegend statistisch auf die möglichen Plätze verteilt. Bei den elektri-
schen Eigenschaften fällt besonders die große protonische Leitfähigkeit auf, die
vergleichbar ist mit derjenigen von Elektronen in Halbleitern. Das dynamische
Verhalten ist gekennzeichnet durch die Translations- und Torsionsschwingungen
und innere Schwingungen der Moleküle. Einen Überblick über die Eigenschaften
von Wasser und Eis geben u ,«, Fleteher [1970] und Eisenberg und Kauzmann Ci 969].
ZahlreicheArbeiten zu den einzelnen Sachgebieten sind in dem Konferenzbericht
Riehl, Bullemer und Engelhard [1969] zu finden.
Die Gitterdynamik des bei Normaldruck stabilen hexagonalen D20-Eis List
Thema dieser Arbeit. Da das hexagonale Eis zu den Phasen mit Orientierungs-
unordnung gehört, ist eine Beschreibung durch Normalschwingungen kompliziert.
Die Schwierigkeit besteht darin, daß die Schwerpunkte der Moleküle nahezu auf
Gitterplätzen liegen, daß aber die Orientierung der Moleküle relativ zum Gitter
irregulär ist.
Leichter Zu lösen ist dieses Problem für die translatorischen Gitterschwingungen.
Da die Abweichungen der Molekülschwerpunkte von den Gitterpunkten klein sind,
können diese Gitterschwingungen in guter N8herung wie die eines idealen Kristalls
behandelt werden. In diesem Fan lcißt sich für das hexageinaleEiSeTneEinheHszeHle
angeben, die 4 Moleküle enthält. Wir erwarten dann eine Dispersion der Gitter-
schwingungen, wobei sich die einzelnen Schwingungen auf 3 akustische und
9 optische Zweige verteilen. Phononen als einzelne Quanten dieser Schwingungen
können extern angeregt oder vernichtet werden. Ihre Messung gibt direkten Auf-
schluß über die Kraftkonstanten der Bindungen zwischen den Molekülen, und die
Intensität der Streuung enthält Information über die einzelnen Schwingungsampl i-
tuden ,
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Die inelastische Neutronenstreuung ist hier die leistungsfähigste experimentelle
Methode, da Anregungen mit beliebigem Impuls q erzeugt oder vernichtet wer-
den können und so i'!w [q] direkt gemessen wird. Optische Experimente geben
sehr viel weniger Information, da sie normalerweise nur Anregungen mit q;:;; 0
gestatten. Bei Kristallen mit Orientierungsunordnung können zwar ebenfalls alle
Frequenzen [auch q 4: 0] angeregt werden, aber der Zusammenhang des gemes-
senen Spektrums mit der Zustandsdichte ist kompliziert und kann bisher nur grob
durch einen lntensitötsfokror I [w] - w-2 beschrieben werden EWhalley 1967].
Untersuchungen am hexagonalen Eis wurden bisher mit Raman [R]- und Infrarot
UR]-Spektroskopie / 1 - 5/ und an polykristallinen Proben mit Hilfe der in-
elastischen Neutronenstreuung [N] / 6 - 11 / durchgeführt.
Zusätzlich wurde versucht / die gemessenen Spektren durch dynamische ModeHe
zu erklären / 12 - 22/. Die Modelle / 12 - 15/ benutzen alle Kräftetensoren,
die zuerst von Penny für die hexagonale Symmetrie angegeben wurden. In anderen
Modellrechnungen / 17 - 20/ werden interne Koordinaten und insgesamt zwei
Kraftkonstanten für eine Elongation in Richtung der Bindung und eine Deformation
des Vaienzwinkels benutzt. Die Werte dieser Kraftkonstanten werden aus der Zu-
ordnung von berechneten und gemessenen IR- und R-Frequenzen an den kritischen
Punkten bestimmt. Dabei konnten Schwingungen oberhalb ca. 230 cm-1 nicht
erklärt werden. Die Arbeiten / 21 - 22/ beschreiben die dem Eisgittersehr
ähnliche Wurzitstruktur und geben Beziehungen zwischen den Kraftkonstanten
und den Frequenzen bei q = 0 an. Für einen in c-Richtung geordneten Eis-Kri-
stall konnte Faure / 23/ die Linien im R-Spektrum den nach / 22/ berech-
neten Frel:juenzenzuordnen.
In der vorliegenden Arbeit wurde zum ersten Mal der größte Teil der Dispersions-
kurven für die Hauptsymmetrierichtungen gemessen.
1. Faure [1969]/ R
2. Taylor und Whalley [1964]/ R
3. Bertie und Whai ley n964], [1967], IR
.4. Be[tie_/L~bbel.Jnd.Wh.9Jl~)'[196.91 IR
5. Ockman [1958]'Zusammenfassung aller früheren R- und IR-Daten
- 3-
Zusätzlich wurde versucht, die gemessenen Kurven mit verschiedenen Modellen
durch angepaßte Kraftkonstanten zu beschreiben. Das geschieht in Kap. 4.4.
und 5.1. mit einem Born von Karrncin-Modell mit Hilfe der von Penny angege-
benen Kräftetensoren und in Kap. 4.5. und 5.2. mit einem in 3 Schritten er-
weiterten Valenzkraftmodell. Die erste Rechnung benutzt das Modell von
Kahane mit 2 Kraftkonstanten • Dieses wird in einer zweiten Rechnung auf
4 Kraftkonstanten erweitert I indem die Bindungen parallel und schräg zur c-
Achse und die entsprechenden Valenzwinkel als unabhängig angenommen wer-
I I. 1 ••• .. . ,....1 .• •• _ 0 I -.- _ - 1. _J. - I _-11 - t I. _ _. _ -.1 __ -_ • _ 1_ _ • I .. _
oen, In emem on rren ocnrrrr wiro oreses rvioceu aurcn eine ionqrercnwernqe
Wechselwirkung ergänzt. Berücksichtigt werden in dieser Modellrechnung alle
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11. Struktur und Bindungsenergie des hexagonalen Eis 1
~'!'-'pie Strukt~ von D20 - Eis Ih
Seit den ersten Untersuchungen mit Röntgenstrahlen von Rinne [1917] und
Bragg [1922] gibt es eine große Anzahl von Arbeiten über die Gitterstruktur
des Eises. Die Ergebnisse dieser Arbeiten wurden von Lonsdale [1958] und
Owston [1958] zusammengefaßt. Danach hat Eis bis 2730K und Atmosphären-
druck eine. hexagonale Struktur • Unter 1930K kann eine kubische Form mit
Diamantstruktur und unterhalb von co , 1130K eine amorphe Form erzeugt wer-
den. Die oberhalb 1930K stabile hexagonale Form wird a.ber auch beim Ab-
kühlen auf Stickstofftemperatur beibehalten [Ziegler1962]. Bei höheren











Im hexagonalen Eis sitzt [edes O-Atom im Zentrum eines Tetraeders, das durch
die 4 nächsten O-Nachbarn gebildet wird IAbb .2]. Das Verhältnis cla weicht
nach Peterson und Levy [1956] bei 2230K für D2° co , 0.2% von 1.633
[ideales Tetraeder] ab. Die Symmetriegruppe für die O-Atome ist D6~'
Für die Anordnung der Protonen bzw , Deuteronen wurden eine Reihe von Mo-
dellen diskutiert. Bei Bornes [1929] sitzt ie ein Proton auf der Mitte einer 0-0
Verbindungslinie. Wesentliche Voraussetzung für eine Vereinbarkeit mit experi-
mentellen Ergebnissen ist [edoch die Erfüllung der Bernal Fowler-Regeln. Danach
bleiben beim Bilden der Brückenbindungen die individuellen Wassermoleküle er-
halten. Auf [eder 0-0 Verbindungslinie gibt es zwei stabile Lagen für ein Proton,
wobei aber immer nur eine besetzt ist. Bemal und Fowler [1933] nehmen noch
eine geordnete Struktur für die Protonen an. Wegen seiner guten Übereinstim-
mung mit den meisten Experimenten wird heute das statistische Modell von
Pauling [1935] allgemein akzeptiert. In diesem Modell sind die Bemal Fowler
Regeln erfüllt, die Protonen aber insgesamt statistisch auf die möglichen Gitter-
piätze verteilt. Bestätigt wurde dieses Modell durch Paulings Erfolg bei der Be-
rechnung der Nullpunktsentropie:
Ein Eiskristaii mit N Molekülen enthält 2N O-H ••• 0 Bindungen.
Entsprechend der beiden Möglichkeiten der Protonenanordnung innerhalb einer
Bindung ergeben sich 22N Konfigurationen. Da nur 6 der 16 möglichen An-
ordnungen von 4 Protonen um ein O-Atom IH20 " ergeben, ergibt sich die Ge-
somtzohl der Konfigüiütionen zu
P6uliA~Aehm Alm ~Rjd€lß~siGhc:liese-K0n~ielolrQtkmen hezüglichih~e~ ~net"gie nur
wenig unterscheiden, so daß bei hohen Temperaturen alle Anordnungen fast gleich
wahrscheinlich sind. Beim Abkühlen werden die Änderungen in der Orientierung
eines Moleküls immer seltener, so daß der bei höheren Temperaturen ungeordnete
Zustand "einfriert". Damit folgt für die Nullpunktsentropie:




Abb.20: Anordnung der O-Atome in Eis Ih. Oie
EiriheitszetteIqestrichett) enhält 4Mole-
küle (nach Owston 1958).
Abb.2b: Abstände zwischen den Atomen in
020-EiS Ih bei -50°C (nach Peterson
und Levy 195'7).
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+Der Wert stimmt mit dem experimentellen Wert für H20: 0.82 - 0.15
+ -1-1[Giauque und Stout 1936] und demfür D20: 0.77 - 0.1 cal.Mol • grad
[Long und Kemp 1936] gut überein. Onsager und Dupuis [1960] wiesen als erste
darauf hin, daß dieser Wert nur eine untere Grenze für den richtigen Wert sein
+ -1-1kann, und Nagle [1966] berechnete S zu 0.8145 - 0.0002 cal. Mol . grad
o
Die folgenden Experimente bestätigen das statistische Modell in seinen wesent-
Iichen Punkten: Elektronenbeugung [Shimaoka 1960]/ IR- und Ramanspektroskopie,
der hohe Wert der statischen DK im hexagonalen Eis und die Neutronenbeugung
am D20-Eis von Peterson und Levy [1957]. Sie finden das statistische Modell
bestätigt / lassen aber als Unsicherheit einen geordneten Zustand in c-Richtung
für maximal 20% der Deuteronen zu. Während die von Rundie [1955] vorge-
schlagene polare Struktur eindeutig den von ihnen gemessenen Intensitäten wider-
spricht, ist eine von Gränicher [1956] diskutierte Struktur polarer Bereiche, die
im Mittel gleich häufig parallel und antiparallel zur c-Achse orientiert sind, mit
ihren Messungen vereinbar. Die am H20 - und D20 -Eis gemessene Null-
punktsentropie ist deshalb das bisher stärkste Argument für das statistische Modell.
Ein Ordnungs- Unordnungsübergang bei tiefen Temperaturen kann nach Whalley
[19681 1969] auf Grund der Messungen von t im Eis Ih ausgeschlossen werden.
- co
Andererseits gibt es Experimente, die darauf hindeuten, daß das statistische Mo-
dell möglicherweise doch nur eine im groben richtige Beschreibung liefert. Ano-
malien im Temperaturbereich von 90 - 120oK, die auf einen Zustand teilweiser
Protonenordnung hinweisen, wurden gemessen von:
Giauque und Stout [1936]/ Pick [1968] in der spezifischen Wärme, von Helmreich
und Builemer [1968] in den elastischen Konstanten, von Bishop und GIen [1968]/
Mascarenhas [1968] und Glockmann [1968] beim Einfrieren elektrischer Ladung
und Polarisation, von Kahane [1962] in der Doppelbrechung und von Dengel et al.
[1964] in der statischen Dielektrizitätskonstante.
Ein wichtiges Ergebnis ist die bei Dichtemessungen festgestellte Alterung von Eis
[Dantl und Gregora 1968]. Die zuerst von Dantl [1967] benutzte Hypothese /
daß" junges Eis" nach der Zucht eine polare Struktur besitzt / die erst durch einen
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Alterungsprozeß in die statistische Konfiguration übergeführt wird, kann
widersprüchliche experimentelle Ergebnisse beim piezoelektrischen Ver-
halten und bei den elastischen Konstanten erklären. Die Dantische Hypo-
these wird im Kap. 5.3 der vorliegenden Arbeit noch genauer diskutiert.
2.2. Die Wasserstoffbrückenbindung im Eis
Der wesentliche Teil der Bindungsenergie im Eis beruht auf der H-Brücken-
bindung zwischen benachbarten Molekülen. Eine in sich geschlossene, quanti-
tative Beschreibung dieser Bindung ist bis heute noch nicht möglich. Ansätze
zu ihrer Beschreibung lassen sich in 5 Gruppen einteilen:
Elektrostatische Theorien Ii.B. Lennard-Jones und Pople 1951]
2 "Valence bond" - Theorie [Coulson 1957]
3 11Charge transfer" - Theorien [z , B. Bartoz 1965]
4 "Molecular Orbit" - Theorien Ii.B. Murthy und Rao 1968]
5 Empirische Potentiale [z.B. Lippincott, Sehröder 1955]
Die erste theoretische Arbeit von Pauling [1928] basierte auf der Idee, daß das
Proton mit einem 1s Elektron nur eine kovalente Bindung eingehen kann. Da-
mit wurde die O-H...O Bindung auf eine rein elektrostatische Wechselwirkung
zurückgeführt. Die elektrostatischen Modelle setzen aber voraus, daß die La-
dungsverteilung der Komponenten O-H und 0 durch die Bindung nicht beein-
flußt werden. Die Tatsache, daß der Abstand 0-0 kleiner ist als die Summe der
van der Waalsradien [Pimentel und /lkc Clellan [1969]] zeigt, daß eine zusätz-
liche Kraft vorhanden sein muß, die der daraus resultierenden Abstoßung ent-
gegen wrrkt. Die Moaetle L - 5berückskhtigen daheraHeeinenkovalenten
Anteil bei der Bindung. Die folgenden vier Arten der Wechselwirkung sind beim
Bilden der O-H •••• 0 Bindung von Bedeutung: [Die in Klammer angegebenen
Werte der Wechselwirkungsenergien in KcaljMoI wurden von Coulson [1957]
für Eis berechnet):
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o . Elektrostatische Kräfte [+ 6 ]
b . Kurzreichweitige Abstoßung [-8.4 ]
c , Ladungstransfer [+ 8 ]
d. Polarisationskräfte [+ 3 ]
[Summe =+ 8.6, experimentell: 6.1]
Die Theorien 2 - 4 geben zwar ein gutes qualitatives Bild, aber eine befriedi-
gende quantitative Beschreibung der H-Brückenbildungist bisher nur mit empiri-
schen Potentialen möalich. Liooincott und Sehröder [1955] aelana es. die insae-
- I1 - -_ - I _
samt 10 Konstanten in ihrer Potentialformel so zu bestimmen, daß experimentelle
Werte wie die Abhängigkeit des O-H- Abstandes, der Frequenzverschiebung
Av OH und der Bindungsenergie vom 0-0 Abstand gut wiedergegeben werden.
111. Die Messung von Phononen mit inelastischer Neutronenstreuung
3.1. Die inelastische Neutronenstreuung in der 1-Phononen-Näherung
Die Wechselwirkung zwischen Neutronen und Gitterschwingungen wird durch
die Erzeugung oder Vernichtung einer Anzahl. von Phononen beschrieben. Nach
Sjölander [1958] kann der doppelt differentielle Streuquerschnitt durch eine Ent-
wicklung nach solchen Phononenprozessen dargestellt werden. Werden in dieser
Entwicklung die Mehrphononenprozesse vernachlässigt, so lautet der Streuquer-
schnitt für die kohärente 1-Phononen-Streuung [vergl. z , B. Gurevich und
Tarasov [1968]]
l=Phonon
I = I:2lrP k l n rcoh V ko 2ZN1 qs
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Das positive Vorzeichen in GI. [3.1] gilt für die Erzeugung von Phononen.
Man sieht an dem Auftreten der c5-Funktionen, daß bei der Erzeugung oder Ver-
nichtung eines Phonons Energie- und Impulssatz erfüllt sind. Die Intensität der ge-
streuten Neutronen hängt dabei im wesentl ichen von dem Ausdruck in der geschweif-
ten Klammer - dem Betragsquadrat des Strukturfaktors - ab. Darin beschreibt die
Summe über die Phasenfaktoren anschaulich die Interferenz der von den einzelnen
Gitterbausteinen ausgehenden Streuwellen, und das Skalarprodukt nt. p]drückt
aus, daß nur solche Gitterschwingungen angeregt werden können, bei denen der
Vektor der Schwingungsamplitude nicht senkrecht auf:;t steht.
Die Kenntnis des Strukturfaktors wird, wie in Kap. 3.3. gezeigt wird, für die
Phononenmessung an Kristallen mit mehreren Atomen in der Einheitszelle benötigt.
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3.2. Prinzip der Messung
[3.2]E = Eo
Die GI. [3.1] zeigt, daß bei Erzeugung oder Vernichtung eines Phonons die
Erhaltungssätze für Energie und Impuls erfüllt sind:
+
-E =-1iw_1 qs
-+ -h x > h Lk
o
- -+ +-
- k1 ] = G - q [3.3]
Im Experiment werden Neutronen der Energie E auf die Streuprobe geschossen,
o
und die Energie der gestreuten Neutronen E1 wird gemessen. Ist die Streuprobe
ein Einkristall, so Iiegt die Richtung des übertragenen lmpulses R bezügl ich der
Gitterebenen fest und die GI. [3.2 r 3.3] sind nur für wenige durch die Disper-
sionsbeziehung W =w [Cl] erlaubte W qs erfüllbar • Aus dem Auftreten einer
Streuung kann dann eindeutig auf Frequenz und Wellenvektor des angeregten
Phonons geschlossen werden.
Übersichtlich ist eine Darstellung der Streuprozesse im reziproken Gitter. In der
Abb. 3a ist das reziproke Gitter für einen Hep Krista 11 für die Ebene senkrecht
:-t~ , --
zur c-Achse [b1 b2] und eine dazu senkrechte Ebene [b2 b3] zusammen mit der
Brillouinzone rAbb. 3bJ gezeichnet. Die Abb. 4 zeigt als Beispiel die Messung
eines longitudinalen akustischen Phonons in der [1120] Richtung mit q/q =0.79
13 -1 .. .. _ max
und w = 2.52 • 10 s • Gemessen wurde am [2240] Punkt des reziproken Gitters.
Aus der Modellrechnung,auf die in Kap. 4.4. näher eingegangen wird,war der unge-
,
fähre Wert von n w bekannt, so daß zum bekannten k = 4.5011( I nach
~ 1 . 0
GI. [3.2] k1 = 3.503~- berechnet wurde. Nach dem Einzeichnen von er kön-
nen die Einstellwinkel, bei denen GI. [3.3] erfüllt ist, relativ zu dem ebenfalls
eingezeichneten [22401····Braggreflexbesf immt werden ;,
Da in einem Winkelbereich von 5.40 mit einem Abstand von 0.90 gemessen wurde,
kann bei der Auswertung dasjenige Phonon bestimmt werden, das der [1120]-
Richtung am nächsten liegt, oder der Wert von W kann aus dem Schnittpunktqs
des gemessenen Teils der Streufläche mit der [112OJ-Richtung bestimmt werden.
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Abb.3a:(~~) und (b2~) Ebenen des
reziproken Gitters von Eis I h
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3.3. Die Bedeutung des Strukturfaktors für die Messung
Der in GI. [3.1] enthaltene Strukturfaktor für die Neutronenstreuung entspricht
den Auswahlregeln in einem optischen Experiment. Bei einem Kristall mit mehreren
Atomen in der Einheitszelle hängt der Strukturfaktor von dem reziproken Gitter-
punkt und für die inelcstlsche Streuung noch außerdem in komplizierter Weise von
Ci und s ab.
Die Messung wird so vorgenommen, daß der Strukturfaktor und damit die Intensität
der gestreuten Neutronen maximal ist. Zusätzlich muß bei der Messung benachbar-
ter Zweige die Einstellung so gewählt werden, daß der Strukturfaktor möglichst nur
für einen Zweig groß ist, damit beide Zweige unabhängig voneinander gemessen
werden. Bei Messungen mit der Flugzeitmethode [Kap. 3.5] werden oft mehrere
Phononen in einer Messung gefunden. Die Zuordnung dieser Phononen kann durch
die Berechnung der Strukturfaktoren für die einzelnen Zweige kontrolliert werden.
Die Strukturfaktoren hängen vor allem von der Symmetrie des Gitters und nur wenig
von den genauen Werten der Kraftkonstanten ab, so daß die Meßergebnisse durch
ihre Benutzung nicht beeinflußt werden.
Für die Berechnung des Strukturfaktors bei der inelcstlschen Streuung ist die Kennt-
nis der Polarisationsvektoren, die nur durch eine Modellrechnung bestimmt werden
können; nötig. Bei der Phononenmessung am D20 wurden daher mit dem in Kap. 4.4.
beschriebenen Modell Dispersion und Strukturfaktoren [nach GI. 3. 1] für die einzel-
nen Gitterschwingungen vorausberechnet, und danach wurde die Spektrometerein-
stellung für ein bestimmtes Phonon gewählt.
3.4. Fokussierung der gestreuten Neutronengruppen
Zur Berechnung der Neutronenintensität in einem Streuexperiment muß an Stelle der
<5 - Funktionen in GI. [3.1] über die Auflösungsfunktion des Spektrometers integriert
werden. Nach Waller und Froman [1952] enthält dann der doppelt differentielle Streu-
quersehn itt den zusätz lichen Term
grad w ... I
q s 1
-1






wird als Jacobifaktor bezeichnet. IJ
s
r1 ist dann groß, wenn die Streu-
.. ...-geometrie so gewählt wird, daß bei einer Anderung von k1 sich q und w ...qs
gerade so ändern, daß die Interferenzbedingungen nach GI. [3.13 r 3.143 er-
füllt bleiben. Bei der Messung wurde der Jacobifaktor nicht zur Intensitätsverbes-
serung ausgenutzt, da eine Unschärfe in k1 eine Verbreitung der Phononl inie im
Spektrum der gestreuten Neutronen bedeutet. So weit es möglich war, wurde ver-
sucht, eine Fokussierung bezüglich k1 zu erreichen:
@
Abb. 5: Fokussierende Einstellung für ein transversales (a)-
und ein longitudinales (b) akustisches Phonon
-+





k i - <5 k
o 0
= 0 [ 3.53
Da 6' k immer senkrecht zum reziproken Gittervektor S des Monochromator-
o
kr istolls ist, muß gelten
[3.6]
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Diese Bedingung kann bei Messungen entlang einer bestimmten Symmetrielinie
nur angenähert erfüllt werden. Die Abb. 5
ein longitudinales [b] akustisches Phonon
stellung.
zeigt für ein transversales [0] und
[ aw > 0] die fokussierende Ein-
aq
3.5. Die Energiebestimmung der gestreuten Neutronen mit der Flugzeitmethode
Bei der Flugzeitmethode ist es erforderlich, den einfallenden monochromatischen
Strahl zu pulsen, um aus der gemessenen Flugzeit der Neutronengruppen deren
Energ ie bestimmen zu können. Dabei mißt man mit jeder Spektrometereinstei iung
das Spektrum aller vom Kristall gestreuter Neutronengruppen • Zur Pulsung des
monochromatischen Strahls wurde ein statistischer Chopper lBeckurts 1966,
Gompf 1970] benutzt.
Die Transmissionsfunktion dieses Choppers [Durchlässigkeit 0.5] entspricht einer
pseudostatistischen Rechteckfolge mit N = 127 [Zahl der Elnheltsschl itze] und
f1 t = 32 JUs [Öffnungszeit für einen Einheitsschlitz bei 7382 U • Min-1].
Den Nachteil, daß das wahre Flugzeitspektrum erst durch eine Kreuzkorrelation
zwischen dem gemessenen Spektrum und der Transmissionsfunktion erhalten wird,
steht der Vorteil eines von Untergrund und Art des Flugzeitspektrums abhängigen
Gewinns an Meßzeit gegenüber. Der Intensitätsgewinn im Vergleich zu einem
konventionellen Flugzeitspektrometer ist in Abb. 6 dargestellt lricch Gläser und
Gompf 1969].
Bei der Phononenmessung am D20 konnten die Vorteile des statistischen Choppers
nicht voll genutzt werden: Wegen des hohen Verhältnisses b, j b h = 0.544
, Inc co
liegt der Mittelwert F des Spektrums relativ zum Kanalinhalt Fk hoch und der
Anteil des unvermeidbaren Untergrundes U an der Gesamtzählrate ist niedrig.
Die erzielbaren Gewinnfaktoren liegen abhängig von Fk für die optischen
Phononen zwischen 1 und 2 rAbb. 7a]; sie können jedoch für die intensiven
akustischen Phononen höher liegen [Abb. lb, 7bJ. Durch Aufstellen eines Filters























250 300 350· .- 250 350 .... 250
Abb. 7: Ausschnitt aus dem Flugzeitspektrum nach der Kreuzkorrelation
a: Der Meßzeitgewinn G für das Phonon P(q/q max =0.91.W=5.31·1013s-~ [11201 Richitung) ist 2.1
b: Für die Messung (q/q mox =0.86, W =2.64 .10135-1, [1120 J. 23 Std.) ohne Filter ist G= 3.1








U: Über das Spektrum gemittelter Untergrund
F': Mittlerer Kanalinhalt ohne Untergrund











Abb.G: Meßzeitgewinn G für N=127(nach
Gläser u. Gompf 1969)
elastisch gestreuten Neutronen vermindert und dadurch bei der Messung höher-
energetischer Phononen ein größerer Gewinnfaktor erzielt werden. Günstig ist
eine Einfallsenergie von 54.4 meV und eine zum Neutronenstrahl senkrechte
Anordnung der Gitterebenen des Graphits lReichardt 1970]. Der zusätzliche
Gewinnfaktor war bei einer Testmessung 2.0 Iverql . Abb. lb, 7c].
3.6. Der experimentelle Aufbau
Die Abb. 8 zeigt den experimenteilen Aufbau am Reaktor FR2 in Karisruhe.
Zu sehen ist der statistische Chopper, der im direkten Strahl steht und der Be-
Einkristall, dessen [0002] Ebene zur Erzeugung der monoenergetischen Neutronen
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Abb.9: Kryostat zur Kühlung des O2 0- Einkristalls
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und die unter dem Winkel 2 ~ gestreuten Neutronen werden in 6 He3_
Detektoren am Ende der 200.0 cm FI ugstrecke nachgewiesen. Da D'"0
L
nahezu keine Neutronen absorbiert [(5 b = 7· 1O-4b] , konnte der mono-
a s
chromatische Strahl noch für ein weiteres Experiment [270.3 e m Flugweg,
10 He3-Zählrohre] mit einer 2. D20-Probe benutzt werden.
Die D20 - Einkristalle wurden im Physik-Department der TH-München nach
einem modifizierten Bridgman-Verfahren [vergi. Engelhard und Riehl 1965]
von Frl. Sesselmann und Herrn Schenk gezogen und bearbeitet. Die Kristalle
waren zylindrisch mit 2.5 cm Durchmesser und 5 cm Höhe. Sie wurden
während der gesamten Meßzeit in einem einfachen Badkryostaten rAbb.9]
auf 9QoK gehalten. Durch die eingefügte Teflon-Isol ierschlcht wurde erreicht,
daß die Kristalle nach dem Einfüllen von flüssigem Stickstoff langsam Icc . 3 Std.]
auf die Endtemperatur von 900K abgekühlt wurden.
Gemessen wurde mit den Neutroneneinfallsenergien 42.1 und 54.4 meV.
Die primäre Energieauflösung betrug 1.SOjc>. Da bei der verwendeten Chopper-
scheibe die Umfangsgeschwindigkeitauf maximal co , 200 m • s-l begrenzt war,
-,
mußte ein Kompromiß zwischen Strahibreite und Zeitaufiösung gewählt werden.
Die Zeitauflösung für die elastische Linie betrug 7.3 %. Die gemessenen Daten
wurden in einem mit der Chopperscheibe synchronisiertem Flugzeitanalysator in
ein Spektrum von 512 Zeitkanälen mit 7.5 ;s Brei te einsortiert und nach Ko-
dierung und Zwischenspeicherüng in einer zentralen Rechenmaschine [CDC 160AJ
gesammelt. An dieser Rechenmaschine konnte auch eine erste Kreuzkorrelation
mit einer 110, 111 - Signalfunktion [Gompf 1970] durchgeführt werden, um ein
entfaltetes Flugzeitspektrum zu erhalten.
3.7. Ergebnisse der Phononenmessung am D20 - Eis Ih
Für die Messung wurden zwei Kristalle benutzt, deren Zylinderachsen parallel
bzw , senkrecht zur optischen Achse waren. Die Mosaikbreite dieser Kristalle be-
trug 10'. Zur genauen Orientierung der Kristalle wurde der Kryostat so geneigt,
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daß bei Rotationen um 600 bzw , 1800 die Intensität für einen Braggreflex
ungefähr konstant bleibt. Alle Messungen wurden bei einer Temperatur von 9Qo K
ausgeführt.
Die Abb. 10 zeigt die Ergebnisse der Phononenmessung zusammen mit ausgezo-
genen Kurven, die mit dem in Kap. 4.4. beschriebenen Born von Karman-Mo-
dell durch Anpassen von 5 Kraftkonstanten erhalten werden. Die angegebenen
Fehler sind aus einem Fehler für die Winkeleinstellung und einem geschätzten
Fehler für die Kanalunsicherheit berechnet worden. 'lIegen der ebenfalls auf-
tretenden inkohärent-elastischen Streuung werden die Phononen unterhalb von
w-l.5. 1013S-1 auf der Flanke einer "el astischen" Linie gemessen. Die so
bedingte Kanalunsicherheit bewirkt einen größeren relativen Fehler.
Alle Phononen wurden aus Intensitätsgründen bei möglichst großen Streuwinkeln
[zwischen 900 und 1400 ] gemessen. Häufig benutzt wurden die reziproken Git-
terpunkte [2350], [3140] und [0008]. Nach GI. [3.13 ist die Intensität für die
Streuung beim I-Phononen-Prozeß .... w -1 • Weiter zeigt die AbbA, daß bei
-großen W und hier durch kleinem k
1
[Impuls der gestreuten Neutronen] der ge-
~ .....
scrnte Impulsübertrag k + k, der quadratisch in die GI. [3.1] eingeht, eben-
o I .
falls klein bleibt. Das hat zur Folge, daß der Streuquerschnitt für den l-Phononen
Prozeß mit wachsendem w stark abnimmt. Deshalb konnten im Bereich der hohen
optischen Phononen nicht alle Zweige der Dispersion gemessen werden.
Unterstützt wird die Zuordnung der Phononen durch die Berechnung des Struktur-
faktors • Für die Meßpunkte oberhalb von W = 5 . 1013s -1 war die berechnete
Intensität im Widerspruch zu den Messungen [vergl. Abb. 7] klein. Diese Ab-
weichung wird in Kap. 5.3. zusammen mit anderen Ergebnissen diskutiert.
Die durch die Modellrechnung für q = 0 extrapolierten Frequenzen können mit
Roman [R] -und Infrarot [IR] - Spektren vergl ichen werden:
Zusätzlich zu den erlaubten Übergängen sind auch alle übrigen Frequenzen mit
beliebigen Wellenvektoren wegen der ungeordneten Lage der Moleküle im Eisgit-
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Abb.l0: Phononen Dispersion von hexagonolem 020 bei 900k (R: Ramanmessung (800k), IR: Infrarotmessung (1000k), siehe Text)
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Intensität und die Funktion 19 EI /1]' w2 [I , I: optische Intensität
o 0
vor bzw, hinter der Probe] im IR-Spektrum ungefähr proportional der Zustands-
dichte. Den Maxime in diesen Spektren entsprechen daher Phononenfrequenzen
an den kritischen Punkten, da hier wegen des flachen Verlaufs der Dispersions-
zweige die Zahl der Zustände in einem Interval I 5w sehr groß wird.
Die Lage der Zweige in Abb. 10 stimmt mit den R-Messungen orn H20 von
Faure n969] und den IR-Spektren am D20 von Bertie und Whailey [1967]
"h • 1)" • I •• • -I' C I.... I'. I • ,..,,..,,.., - 1gut uoerern e _Ie intensivste L..;nu:; in uiesen ~pet<t ren liegT Dei LJUCm
o -1 0[R, 80 K, H20 ] bzw, 221.7 cm [IR, 100 K, D20 J und entspricht den
dicht benachbarten Zweigen bei w = 4.4 und 4.5 • 1013s- 1• Die Loge des
obersten Zweiges entspricht der von Feure bei 310 cm-1 gemessenen R-Linie,
die im IR-Spektrum als Schulter zwischen 285 - 290 cm-1 angedeutet ist.
Die unter Berücksichtigung des Massenverhältnisses für D20 umgerechneten
R-Werte und die IR-Werte sind in Abb. 10 auch für die weniger ausgeprägten
Linien eingetragen.
Die Polarisation der Zweige hängt von er ab und stimmt für q =f. 0 gewöhnlich
nicht mehr mit einer Symmetrierichtung überein. Die für q = 0 in Kap. 4.4.
berechneten Polarisationen sind in der Abb • 10 eingetragen. Die Zuordnung der
Symbole Tl - T12 und der äquivalenten spektroskopischen Bezeichnungen
[A1g! E1g! E2g usw.J zu den Schwingungsrichtungen der Moleküle in der Ein-
heitszejle wird dort an Hand der Tab. 4.1 und der Abb, 13 erklärt.
Für die Symmetriegruppe Dth sind die Schwingungen A1g, E1g und E2g Roman
aktiv. Zusätzlich trogen auch alle übrigen Anregungen zur gestreuten Intensität
bei, da wegen der "elektrischen'' Unordnung des Kristalls keine strengen Auswahl-
regeln gelten. Die relativen Anteile der Intensitäten sind jedoch unbekannt! so
daß eine Zuordnung zwischen dem gemessenen Spektrum und den einzelnen Zwei-
gen der Dispersion schwierig und nicht eindeutig ist. Die intensivste Linie im
R-Spektrum bei 230cm-1 enthält noch Kahone n962] und Feure [1969J Anteile
mit einer Polarisation in x-, Y" und z..Richtung. Kohcne [1962], Kohone und
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Faure [1969] und Bertie und Whalley [1967] [assignment 2 ] haben dem
Maximum der intensiven Linie die Schwingung E2g und die Schwingungen Al 9
und E1 einer nicht aufgelösten um co , 6% höheren Linie zugeordnet. Die Po-
.g
larisation der Zweige bei dieser Frequenz ist nach der Modellrechnung mit den an-
gepaßten Kraftkonstanten E1g , E2g und B2u • Die Schwingung A 1g liegt bei
w = 5.3 . 1013s -1 [283cm - 1J. Die bei dieser Frequenz im R-Spektrum ge-
fundene Linie hat nach Faure [1971-] cc , -+ der Intensität der Linie bei 230cm- 1
und ist ebenfa lIs zu einem großen Anteil in z-Richtung polarisiert, so daß diese
Zuordnung der R-Messung nicht widerspricht. Die Schwingungen Elg, E2g und
A1g sind nicht aktiv für die IR-Absorption, so daß bei dieser Zuordnung der große
Intensitätsunterschied zwischen R- und IR-Spektrum bei dieser Linie erklärt würde.
Die einzelnen Zweige sind in Abb. 10 mit Nummern versehen, die denen der Sä-
kulardeterminanten in Tab. Al - deren Lösungen sie sind - entsprechen. Geordnet
nach diesen Nummern und nach den Symmetrierichtungen sind die numerischen Werte
der gemessenen Phononen im Anhang in der Tab. A3 aufgeführt.
3.8. Die Zustandsdichte der Phononen
Mit Hilfe der in den Symmetrierichtungen angepaßten Modellparameter können
Phononenfrequenzen für jeden bel ieb igen Punkt der Br illouinzone berechnet wer-
den. Die Summation über die Zustände w _ im irreduziblen Teil der Brillouinzoneqs
liefert dann die Zustandsdichte 9[W] der Phononen.
Eine solche Rechnung wurde für Eis durchgeführt. S [w J kann dann mit der am
H20 Polykristall durch inelastische Neutronenstreuung gemessenen effektiven Zu-
standsdichte g
e
f f [w] verglichen werden. g
e
ff [ w ] hängt mits>[w 1 über einen
Gewichtsfaktor zusammen, der die Schwingungsamplituden der Moleküle enthält:
io~ 1 0 k b~ 1- . ,2 ln[ w... ]Jn2 "K 2 -2W IxP.:!,lmc I I qs Mw- (.1,) ... ] qsdQ d k 2MN e 1(.2i ..., qs0 qs W qs
inc
k· b~ n2x 2 -2W tn[w] )mc g
e





Die Zustandsdichte g[w] ist definiert durch
= r d[W-W .... ]
....qs qs
[3.8]
Für kubische Bravaisgitter gilt geff[W] = 9[ w J.
Über die Modellrechnung kann dieser Zusammenhang auch für das hexagonale
• • "f d hler c d k - '- s 2 -2 hEI sg!tter gepru t wer en, da Ier der Aus ruc I'X.· P er I • II berec net
werden kann. Dabei zeigt sich, daß diese Korrektur g[w] nicht wesentlich beein-
flußt; also daß <;>[w] und g
e
f i [w ] nahezu gleich sind.
Die Abb. 11 zeigt die mit der von Gilat und Dolling [1964] verbesserten "root-
sampl ingll-Methode berechnete Zustandsdichte. Die dieser Kurve überlagerten
kleinen Schwankungen sind zufällig. Sie sind dadurch bedingt, daß die Zahl der
StützsteIlen im irreduziblen Teil der Brillouinzone aus Gründen der Rechenzeit
nicht sehr groß gewählt werden kann. Zum Vergleich sind die Kurven
Lg [I / I ] • W-2 aus dem IR-Spektrum von Bertie und Whaliey [1967] und die
o
am H20-Eis gemessene Zustandsdichte [Renker, v.Bianckenhagen 1968] mit ein-
getragen.
Da die gemessene Zustandsdichte für Vielfachstreuung und Vielphononenprozesse
korrigiert wurde, sollte sie also der wahren Zustandsdichte g[w] entsprechen.
Der Vergleich mit der gestrichelten Kurve in Abb. 11, die durch Faltung der be-
rechneten Kurve g[w] mit der energieabhängigen Auflösungsfunktion des Spektro-
meters erhalten wurde, zeigt eine relativ gute Übereinstimmung. Daß das erste aus-
geprägte Maximum der mit Neutronen gemessenen Zustandsdichte [w = 1.15 • 1013s- 1]
ejwgstief~rJi~gt, ist VlClhrscheinlich ei~e Fo!gecderwes§lntlich höheren Meßtempe-
ratur [2610 K] . Bei 1000 K wurde w = 1.28 . 1013s -lgemessen [Prask, Boutin 1968].
Auffällig ist, daß die aus der inkohärenten Neutronenstreuung abgeleitete Zustands-
dichte bezogen auf g[w] zu wesentlich höheren Frequenzen reicht. Nach überein-
stimmenden Aussagen aus R- und IR-Messungen und der Modellrechnung reicht aber
13 -1das Spektrum der translatorischen Gitterschwingungen nicht über W = 6 • 10 s
hinaus.
Peff(W), H20 261°K.Neutronen












o 1.0 2.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0
Abb.11 ... w [10+13.5-1 ]
Berechnete Zustandsdichte tür O2 O-Eis (-) gefaltet mit
der Auflösungsfunktion des Spektrometers (-) zum
Vergleich mit Pett(W); (_._._) IR-Messung
Mögliche Ursachen dieser Abweichung sind:
a] Bei der Auswertung des gemessenen Streuquerschnittes nach GI.· [3.7] ist
es nötig, die Gitterschwingungen von den Librationen zu trennen, da diese
wegen der viel kleineren effektiven Masse [ H20 : 2.32, Nelkin 1960] rund
7.8 mal mehr zur gestreuten Intensität beitragen. Da beide Anteile im Neu-
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tronen-Spektrum nicht völl ig separiert sind, ist dieses nur näherungsweise
möglich.
b] Bei der Neutronenstreuung ist ein großer Energieübertrag zwangsläufig auch
mit einem großen Impulsübertrag verbunden. Deshalb ist in diesem Bereich der Bei-
trag der Vielphononenprozesse groß. Das folgt ebenfalls aus einem Verqlelch mit
dem IR-Spektrum, wo die Bereiche der Translation und Libration wesentlich bes-
ser separiert sind.
Fehler itl der Berechnüng des Korrekturfoktors für die Vielphononenprozesse
könnten ebenfalls eine erhöhte Zustandsdichte bewirken.
Die der IR-Messung von Bertie und Whalley [1967] entnommene Kurve zeigt
qualitativ eine gute Übereinstimmung, so daß die Voraussetzung der Orien-
tierungsunordnung auch hier bestätigt wird. Der wirkliche Zusammenhang mit
~[w] ist jedoch so kompliziert, daß es vorerst nicht möglich sein wird, g[w]
direkt aus IR- oder Raman-Messungen zu erhalten LWhalley und Bertie 1967].
IV. Modellrechnungen für das hexagonale Eis
4.1. Grundlagen der Gitterdynamik - dynamische Matrix








wobei die Kraftkonstanten in der IVritrix Dlkkl ' durch die Ableitung desI I'Potentials nach den Auslenkungen uk und uk' erhalten werden. T läuft
dabei über die Einheitszellen des Kristalls und [über die Atome in der Ein-
k
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und der Lösungsansatz 1fiX
-iw t
-ePk [4.3]
führt direkt auf die dynamische Gleichung:
2 -M.w Pk = .LI' k'
I - I'[D k k'
..... [ ....1'
I q r k,. e [4.4]
Der darin enthaltene Ausdruck
.... I - I'
Ck k' [q] =.L Dk k'1-1'
. e
- ..... 1' -. I
iq [r k' - r k] _1
M [4.5]
wird als dynamische Matrix bezeichnet. q =
mit Wer gehörige Wellenzahlvektor und -r~
I bezeichneten Atom.
4.2. Überblick über bisherige Arbeiten
211"
A ist der zu einer Schwingung
ist der Ortsvektor zu dem mit k,
Im Kap. I wurden Arbeiten aufgezählt, die die Gitterdynamik von hexagonalem
Eis beschreiben. In der grundlegenden Arbeit von Penny [1948] werden allge-
meine Kraftkonstanten aus der Dth Symmetrie des Gitters abgeleitet. Penny
berücksichtigt nur Wechsel wirkungen zwischen den nächsten Nachbarn und be-
schreibt diese allgemein mit 7 Kraftkonstanten. Das ist dadurch möglich, daß für
die A ...1_••_~ -1~_ D_-,-j.~_~_ dieselbe c:"....,....,.. ~..~ 1"\,..,.,...,., ""irrl rMorlpl1 vrmUI I""'\.liV1UIIUII~ \ ...n:a IIVIVII~II \.olIv vi..., oJTllllllylll"" _'1::;'_11_"""_11 "'4'TI'_'" .... •. . y_ ..
Borns]. In einer Vereinfachung [ideales Tetraeder] genügen 2 Kraftkonstanten,
deren Zusammenhang mit den elastischen Konstanten c ik angegeben wird.
Forslind berechnet den Zusammenhang der ursprüngl ichen 7 Konstanten mit
den c ik' wobei die Moleküle durch Punktmassen auf den Plätzen der O-Atome
ersetzt werden.
Kahane [1962] hat als erster die Gitterdynamik anschaulich mit insgesamt
2 Kraftkonstanten für eine Elongation der Bindung und eine Deformation des
Valenzwinkels beschrieben. Die Werte dieser Kraftkonstanten können aus der Zu-
ordnung der gem,essenen Spektren an den kritischen Punkten bestimmt werden. Mit
diesem Modell kann jedoch der oberste Bereich der Gitterschwingungen nicht er-
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klärt werden [vergI. Abb. 16, Modell I],
In der vorliegenden Arbeit wird ein Born von K6rm6n Modell beschrieben, In
dem die Kräftetensoren von Penny benutzt und wie bei Forslind die Moleküle
durch Punktmassen ersetzt werden. Zusätzlich wird das Modell von Kahane
durch Berücksichtigung einer Anisotropie der Bindungen und einer zusätz-
lichen langreichweitigen Wechselwirkung erweitert und den Messungen ange-
paßt.
4.3. Benutzte Näherungen für die Modellrechnungen
Bei der Bestimmung der Kräftetensoren für das hexagonale Eisgitter werden die
folgenden Näherungen gemacht:
1. Es werden nur die translatorischen Gitterschwingungen betrachtet. Tor-
sionsschwingungen der Moleküle und ihre Kopplung mit den translatori-
sehen Gitterschwingungen werden nicht berücksichtigt.
2. An Stelle des aus D20-Molekülen aufgebauten Kristalls wird ein Gitter
betrachtet, das auf den Plätzen der O-Atome Punktmassen der Masse 20
enthält. Diese Vereinfachung-ist nötig, wenn die D6~ Symmetrie zugrunde-
gelegt werden soll. Hierbei werden Unterschiede zwischen den Bindungen,
die aus den unterschiedlichen Orientierungen der Moleküle zueinander fol-
gen, vernachlässigt. Da über eine Nahordnung hinaus Korrelationen zwischen
den Orientierungen der Moleküle verloren gehen und im Mittel alle mit den
Bernal Fowler Regeln verträglichen Konfigurationen gleich wahrscheinlich
sind, ist zu erwarten, daß diese Näherung von geringem Einfluß auf die Git-
terdynamik ist.
Zusätzlich werden hier Kopplungen zwischen den Normalschwingungen im
Modell vernachlässigt, die dadurch entstehen, daß in Wirklichkeit die
Schwerpunkte der Moleküle nicht genau auf den Gitterpunkten liegen.
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3. Die Rechnung mit dem Born von Karman Modell berücksichtigt nur
Wechsel wirkungen mit den nächsten Nachbarn. Im Kap. 4.5 wird
ein A.A""~ell~""l-e",l-:,...1 f'ii .. rl:o worhsolw'lrkung benutzt Hier werdenI1I 'YlVU IltJVi IIIIUI 1"-"1 Vllv T' ......_I _ •
Wechselwirkungen bis zu den zweiten Nachbarn berücksichtigt.
4.4. Anpassung mit einem Born von Karman Modell:
4.4.1. Kräftetensoren und dynamische Matrix
Die Abb. 12 zeigt die vier Moleküle in der Einheitszelle mit ihren nächsten
Nachbarn. Für die Bindungen schräg [z i B, 1-4] und parallel zur c-Achse
[z.B. 1-5] wird zunächst je ein allgemeiner Kräftetensor Dangenommen.
Aus der Abb. 12 folgt, daß der Tensor D14 gegenüber einer Spiegelung an
der Ebene x = 0 invariant sein muß. Er muß also die Form haben:
Cl 0 0 0 0D14 = : d d - 0 -4ß -26 [4.6]22 23
d d 0 ...2Q -y32 33
Man sieht weiter, daß - werden nur die Moleküle und 4 und ihre nächsten
Nachbarn betrachtet - das Gitter bei Inversion an P in sich übergeht. Diese
Operation läßt aber D14 unverändert. Es folgt also:
oder o = Q [4.7]
Der Tensor D14 muß also symmetrisch sein. Die übrigen Tensoren - z.B. D16 -
werden durch 1200 Rotation um die zur c-Richtung parallele z-Achse erzeugt.
Die Transformationsmatrix für eine solche Symmetrieoperation lautet
1 l/3 0
-2" -2




Der Tensor D15 muß gegenüber Spiegelung an den Ebenen x = 0 und
y = 0 invariant sein.
o d 33
[4.9]
Er muß ebenfalls invariant sein gegenüber einer Rotation um die z-Achse,
z.B. gegenüber der Transformation TTD15T. Es folgt dann d11 = d 22 oder
d 0 0 -E 0 011
D15 = 0
d 0 = 0 -e: 0 = D34 [4.10]11
0 0 d 0 0 -l(.33
Die Bezeichnung der Tensoren bietet rechentechnische Vorteile und wurde in
Anlehnung an die Arbeiten von Penny und Forsl ind gewählt.
Insgesamt werden also 6 intermolekulare Kraftkonstanten benötigt. Benutzt man
die Invarianz der potentiellen Energie gegenüber einer Rotation des Gitters, so
folgt als zusätzl iche Beziehung zwischen den Kraftkonstanten [siehe Penny 1948,
Forslind 1954]




so daß 5 voneinander unabhängige Kraftkonstanten benötigt werden.
Die Tensoren sind bis auf die Eigenschaft eS = Q, die von diesen Autoren nicht
ausgenutzt wurde, mit den dort angegebenen identisch. Die weitere Rechnung ist
jedoch unterschiedlich zu der von Forslind, der die Eigenwerte der GI. [4.4] für
die y- und z-Richtung angeben konnte. Insbesondere zeigt sich, daß die Ei-
genwerte für q =f. 0 wegen der von Forslind benutzten vereinfachenden Näherungy
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Abb.12: Lage der 020-Moleküle im hexagonalen Eisgitter.
Die Moleküle 1- 4 füllen eine Einheitszeile.
(Bezeichnungen nach ForsUnd)
Mit HiIfe der Kräftetensoren wird die dynamische Matrix nach GI. [4.5]
gebildet, wobei die Lage der einzelnen Moleküle, über die summiert wird,
aus Abb. 12 hervorgeht. Di~ so gebildete Matrix ist komplex und von der
Form:
) ,... r- r. C14
\






Die Cik sind Untermatrizen vom Rang 3 und beschreiben die Wechselwirkung
zwischen den Molekülen i und k , In unserem Fall gelten die folgenden Be-
ziehungen:
[4. 14]
l~ oe:o ~l [4. 15]
Ia
0 0 Ia+ 3ß V"3m -a]
-1/39 11 ....... 1
-Q ej"q~7C_ . 4ß 2Q e l q r14 - M V3 m- a] 3a+ ß
14 -- M
\ -Y3Q\0 2Q Y -Q Y I
[4.16]
• a+ 3ß
-1/3[ß - aJ V39 \
/-\13m - a] .--
--rA [3a + ß] - G e
l q r16 [4. 17]
lVI












wird die dynmaische Matrix [4.12] durch unitäre Transformation in die reelle
symmetrische Matrix übergeführt
Cl1 + ~ [C14 +Ci4]' - ~ [C14 - Ci4]' ~ [C12 - Ci. 2 ].' -.1 [C12 + C.i 2Jj..
C ll - ~ [C14 +C~4]' ~ [C12+Ct2]'- ~ [C12 - C1*2 J [4.19]
Cl1 - ~[C23+C23 ]I-~ [C23- C23] !
Cll +~[C23+C2;lI
Die Eigenwerte der Determinanten der dynamischen Matrix könnten nun numerisch
berechnet werden. Da sich aber in den Hauptsymmetrierichtungen die 12 Zweige
der Dispersion mehrfach kreuzen, geht bei Anwendung des Jacobiverfahrens die
wichtige Zuordnung zwischen den Zweigen der Dispersion und den berechneten
Eigenwerten verloren.
In der Gruppentheorie wird gezeigt, daß beim Vorhandensein einer Symmetrie die
Säkulargleichung faktorisiert wird; wenn Symmetriekoordinaten benutzt werden
[siehe z iß . Knox und Gold 1964]. Für die Symmetrierichtungen kann also die De-
terminante der dynamischen lV\atrix durch Umordnen und Bilden von Linearkombi-
nationen einzelner Zeilen oder Spalten in ein Produkt von Unterdeterminanten zer-
iegt werden. Für die maximale Reduzierung giit, daß die Zweige der Lösungen sich
innerhalb einer Unterdeterminante nicht kreuzen. In diesem Fall bleibt auch bei
Anwendung des Jacobiverfahrens die Zuordnung zwischen Eigenwerten und Disper-
siQn~zweigen erhellten. Pi~s~ VprClyss~t;z:ung r11LJß erfüllt sein, wenn die in Kap.
4.4.3. beschriebene Anpassungsrechnung angewendet werden so ll .
Für die Determinante A der maximal reduziertendynamisc~enMatrixwurde die
folgende Darstellung gefunden: In. x-Richtung zerfällt IJ in 4[3x3] Unterdeter-
minanten in y-Richtung in 2[2x2] und 2[4x4] Unterdeterminanten und in z-Rich-
tung in 6[2x2] Unterdeterminanten . Die algebraischen Ausdrücke für die Elemente
der Unterdeterminanten sind im Anhang in der Tab. Al angegeben.
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4.4.2. Polarisation der Gitterschwingungen
Gewöhnlich stimmt die Polarisation der einzelnen Zweige nicht mit einer
ausgezeichneten Richtung im Kristall überein, da p von Ci abhängt.
Für den Fall q = 0 wird die dynamische Matrix wegen der hohen Symmetrie
im Zentrum der Brillouinzone so stark vereinfacht, daß hier Eigenwerte und
Polarisation der Zweige leicht angegeben werden können [Tab. 4.1 und
Abb. 13J. Benutzt wurden die in der Molekülspektroskopie übl ichen Be-




Abb.13: Schwingungsrichtungen der 4Moleküle




x ~ Richtung I q = 0 J
Frequenz Auslenkung der Moleküle
1 2 3 4
2 01. Mw 1 = x x x x
2. Mw 2
2 2E= x -x -x x
3. MW 3
2 12[a + ßJ= x x -x -x
4. MW4
2 12[a + ßJ + 2€= x -x x -x
y : Richtung gleiche Ergebnisse wie für die x-Richtung
z : Richtung [q = 0 J
1 2 3 4
1. Mw 12= 0 z z z z
2 2x2. MW 2 = z -z -z z
2 6Y3. Mw 3 = z z ~z -z
I 4. Mw 2 2[3y +1<. J .:= z -z z -z
,-------'-------
Polarisationsvektoren zu beliebigen q Werten, wie sie für die Berechnung
von Strukturfaktoren benötigt werden, lassen sich nur numerisch bestimmen.
Dieses geschah direkt aus GI. [4.12J und [4.4J mit Hilfe eines auf komplexe
Matrizen erweiterten Jacobiverfahrens. Die dynamisch Matrix in der faktori-
sierten Form von Tab. Al wurde nicht benutzt, da hier die zugehörigen Eigen-
vektoren nicht mehr auf das ursprüngliche xyz-Koordinatensystem bezogen sind.
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4.4.3. Bestimmung der Kraftkonstanten
Die Kraftkonstanten werden so bestimmt r daß die Wurzel aus der mittleren
quadratischen Abweichung 0 zwischen Meßwerten w. und berechneten
1
Werten Q minimal wird.
0 2 = _1 r rQ ]2N L. . • -w.1 1 [4.20]
Mit den ersten beiden Gliedern aus der Entwicklung der Q i nach den
Kraftkonstanten Xk
oQ.
Q. = Q + r __I 6X
1 10 k aXk k
00















Jede Anwendung der GI. [4.22] liefert Korrekturen oXk fUr die Kraft-
k W d· d . h M . C [ . . 1= 11] , •. onstanten. vv enn le ynormsc ..e atrlx wie In unserem. a.. !noor
von den Xk cbhänqt, konvergiert dieses Verfahren rasch. Nach 10 - 15
Rechenschritten wird gew<:shnlich ein minimales 0 erreicht. Die Differential-





4.4.4. Zusammenhang der Kraftkonstanten mit den elastischen Konstanten
Ein Zusammenhang der Kraftkonstanten mit den elastischen Konstcmten er-
gibt sich im Grenzfall großer Wellenlängen. Dazubetrachten wir die Ele-
menteCik[ er J der dynamischen Matrix und die Polarisationsvektoren
Pk[Ci J im Grenzfall q .... 0 und entwickeln bis zur zweiten Ordnung:
Cik[ Ci J
0
C: k [q J
(21 2
= Cik + + Cik [q J
Pk [qJ VM p0 1 r-J (21'.~J= + Pk :. q + Pk Lq
[4.24J
[4.25J
Setzen wir diese Ausdrücke in die dynamische Gleichung [4.4J ein, so er-
halten wir als Gleichungen für die 0.; 1. und die 2. Ordnung:
L 0 VM 0 0Cik P =
L 0 1 L 1 lfM po 0Cik p. + (ik =I
und zusammen mit GI. [4.26]




Aus diesen Gieichungen lassen sich die
ein Gleichungssystem der Form
p:! eliminieren, und man erhält
I
W 2 ...0P = [4.29J
Gleichungen der gleichen Form werden erhalten für elastische Wellen in
einem anisotropen Kontinuum. ln diesem Fail h(jngen die Elemente C;k von
den elastischen Konstanten des Mediums ab. Durch direkten Vergleich folgen
dann Beziehungen zwischen den Kraftkonstanten aus der dynamischen Matrix
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und den elastischen Konstanten. Eine allgemeine Beschreibung dieser Methode
ist bei Born und Huang n966] zu finden und speziell angewandt auf das hexa-
gonale Eis bei Penny [1948J, Kahane [1962] und Forslind [1954L Die folgen-
den Ergebnisse, die in dieser Arbeit benutzt werden, wurden der Arbeit von
Forslind entnommen:
c'13 2 6 Q 50' + 3ß [ß - 0']'-2- c 11 = - ß+O' 3y +x.
c'fi 230' + ß [ß - 0']




'-2- c44 = Y
6 Q 6
6[0' + ß] +E [4.32]
=~[3)l +'V] 2[Y-)l]3y +'X. [4.33]
4a 1 {2 2[0' + ß] -t 'Y - X J
3 2 [c13+ c44] = eS l"3 - 6[0'+ß]+E - 3Y+k




2[0' + ßl' - e: 8 a= Q
''{3 c [4.36]
Dieses Gieichurigssystem wurde benutzt, umaus den gemessenen elastischen
Konstanten die intermolekularen Kraftkonstanten in Tab. 5.1 [Kap. 5.1] zu
berechnen.
4.5. Die Beschreibung mit einem Valenzkraftmodell
Das in Kap. 4.4. beschriebene Born von Karman-Modell hat den Nachteil,
daß ein Zusammenhang dieser Kraftkonstanten .mit den Kraftkonstanten der chemi-
schen Bindungen nicht direkt zu erkennen ,ist . In der Theorie der Molekülschwin-
gungen hat sich ein einfacher Ansatz für die potentielle Energie - die Valenz-
kraftntiherung - bewährt. Ein besonderer Vorteil dieser Näherunq liegt darin, daß
- 41 -
durch die Verwendung von internen Koordinaten die Zahl der Kraftkonstanten
gegenüber einem äquivalenten Born von Karman-Modell wesentl ich vermindert
wird. Es liegt nahe, für das Eisgitter mit den streng gerichteten Brückenbin-
dungen den gleichen Ansatz zu versuchen:
[4.37]
K. bedeutet hier eine Kraftkonstante für eine Auslenkung r . in Richtung der
I I
Bindung i. Analog ist G. eine Krofrkonstcntefür die Änderung des Vaienz-
I
winkels i. Damit G ebenfalls die Dimension dyn . cm-1 hat, wird
G = G'/ R. [ R. : Länge der Bindung] gesetzt. Der Erfolg der Modell rech-
I I
nungenmit dem Born von Karman-Modell legt den folgenden Ansatz nahe:
[4.38]
L berücksichtigt alle Bindungen schräg und L die Bindungen parallel zur
d-Achse. Die Kraftkonstante D wurde eingejührt f um weitreichende Wechsel-
wirkungenbeschreiben zu können. Für die Dipol-Dipol Wechselwirkung ist D
gegeben durch ~2 f l RI- 5• Dabei ist / das Dipoimoment und f l enthält die
Winkelabhängigkeit der Wechselwirkung. Da im hexagonalen Eis die Orientie-
rung der Dipole nicht festl iegt f muß mit einer gemittelten Wechselwirkung ge-
rechnet werden.
Zur Beschreibung der Gitterschwingungen müssen wir von den internen Koordi-
naten E. [allgemein für irgendeine Koordinate r. oder aJ zu einem ge-
l I I








mit S. ~ [S. ! S. ,S. ]
m mx my JnZ
[4.39]
Die Matrix S. verknüpft ~. mit den Auslenkungen l! In: Index für ein
In I n






Hier wurde lediglich die Summe über n in eine Summe über k [Moleküle
in der Einheitszel le] und eine Summe I über die Einheitszellen aufge-
spalten. ß. ist die zu ~. gehörende Kraftkonstante. Ein Vergleich
I I
zwischen GI. [4.1J und GI. [4.39] gibt die folgende Beziehung für die
I - I'Kräftetensoren D
kk
, :
i - jt .. i T -+ i I [4.4 iJ
Dk k' = Tßi [ Sik] • Sik'
I - I' - IZur Berechnung der Tensoren Dk k' werden zunächst die Sik nach
GI. [4.40] bestimmt. Wir benutzen wieder die in Kap. 4.3. angegebenen
Nöherunqen und berücksichtigen [erzt Wechselwirkungen bis zu den zweiten
Nachbarn. Aus der Abb. 14 gehen dann Lage und kartesische Koordincterr-der .
Moleküle hervor. Man sieht zunächst, welche Moleküle eine herausgegriffene
innere Koordinate -e i [Bindung oder Valenzwinkei] beeinflussen" wenn sie ihre
Lage dndern . Die ~kl enthalten dann ~erade die Koeffizienten, die eine Aus-
lenkung eines solchen Moleküls in x, y oder z-Richtung mit der Änderung in .
~. verknüpfen. An dem einfachen Beispiel der Wechselwirkung der Moleküle 3
I
und 4 über die Kraftkonstante K soll dieses erläutert werden. Hier gilt Iverql .
c
Abb. 14]:
~ 34 = r 34 = [0, 0, - 1] lJ3 + [0, 0, 1 ] u4 [4.42]
Für die z-Komponente des Tensors D34 ergibt sich damit [vergl. Tab. 4.2.]:
D341 = K [0, 0, - lJ~[O, 0, 1J I = [0, 0, - K ]
z c z c
[4.43]
In der Tab. 4.2 sind die Tensoren Dkk' angegeben, die so unter Benutzung
der GI. [4.41] berechnet wurden. Dabei gilt für Wechselwirkungen, die pro-
portional zu R- 3 sind, DD] = 7.l1D.
Das hier beschriebene Modell mit 5 Kraftkonstanten ist eine &weiterung des
Modells von Kahane [1962] und für den Sonderfall K = K, G = G und D = 0
c c






, : 0, o/D 0/(2'16) )
2 : O. 0/'f3 -20/ß)
3 : 0 , 0 -30/(2'l6))
4: 0, 0 0)
9: (0/2. 0/(2'f3), 0/(2%) )
8: (-0/2. 0/(2'8), 0/(2 W))
e/o =4/% (Tetroeder)
0, e: Gitterkonstonten
Abb.14: Das dynamische Modell. Die angedeuteten
Wechselwirkungen werden berücksichtigt für
aUe 1. und 2. Nachbarn der Moleküle 1-4.
Wir sind nun in der Lage, die von der Born von Karman Rechnung her be-
kannten Rechenschritte zu wiederholen. Beim Bilden der dynamischen f..kJ-
trix nach GI. [4.5] werden in der Summe nur Wechselwirkungen bis zu den
zweiten Nachbarn berücksichtigt. Die dazu benötigten Tensoren Dkk, sind
entweder in Tab. 4.2 enthalten, oder sie gehen durch einfache Koordinaten-
transformation [(}I - -(}I] aus diesen hervor. Die Komponenten der eben-
falls benötigten Abstandsvektoren können der Abb. 14 entnommen werden.
Die Reduzierbarkeit der dynamischen Matrix ist eine Eigenschaft der Symmetrie.
Deshalb gelingt es auch hier, die gieiche Darstellung zu finden wie in Kap.
4.4.1. Die Ergebnisse für die Elemente der Unterdeterminanten sind wieder
imAnhang in der Tab. A2 angegeben.
Tab. 4.2
Kräftetensoren [vergl. Abb. 14]
( .." " i)._~~. vD34 = -4GOe K =K' +D(1)Kc = K'el- D(1)
o











































































V. Auswertung und Diskussion der Meßergebnisse
5.1. Die Ergebnisse der Born von Karman Rechnung
Die Abb. 15 zeigt die Ergebnisse der Born von Karman Modellrechnung mit
den angepaßten Kraftkonstanten [ausgezogene Linien] und den aus den ela-
stischen Konstanten c
ik
berechneten Kraftkonstanten [unterbrochene Linien].
Dazu wurden die für D20 - Eis Ih von Mitzdorf [1969] bis 143
0 K gemessenen
c ik mit Hilfe der dort angegebenen Ausgleichsparabeln auf 9Q
o K extrapoliert.
Die Übereinstimmung ist für niedrige Frequenzen gut und für große W - wie zu
erwarten - etwas schlechter. Die mit den angepaßten Kraftkonstanten berechne-
ten Dispersionskurven beschreiben die meisten Meßwerte innerhalb der Fehler-
grenzen.
In Abb. 15 ist die in Kap. 4.4.2. für q = 0 berechnete Polarisation der Zweige
eingetragen. Die Schwingungsrichtung der Moleküle hängt jedoch von Cf ab und
ändert sich mit wachsendem qfür einen Zweig. Die Polarisationsvektoren der
beiden oberen Zweige wurden in der Modellrechnung genauer untersucht. Auch
für q :f 0 überwiegt bei ihnen die z-Komponente , In Übereinstimmung mit
der Strukturfaktorrechnung dürfen diese Phononen daher nur schlecht in der
[b1 b2 ] - Ebene gemessen werden, was schon in Kap. 3.7 erwähnt wurde.
Die Ergebnisse für die Kraftkonstanten sind inder Tabelle 5.1 zusammengestellt.
Da bei der Diskussion in Kap. 5.3 die aus den elastischen Konstanten berechne-
ten Kraftkonstanten benutzt werden, sind die mit Hilfe der GI. [4.29 - 4.35]
berechneten Werte mit in der Tabelle aufgeführt. Für diese Rechnungen wurden
die beiLondsdale [1958J angegebenen Gitterkenstantenunddie von Mitzdorf
und Helmreich [1971] [ D20 - Eis] Dantl [1968] und Proctor [1966] ibeide H20-
Eis] gemessenen elastischen Konstanten benutzt.
Die relativ gute Übereinstimmung der angepaßten Kraftkonstanten mit den aus
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Abb.15: Berechnung der Dispersionskurven mit einem Born von Karman - Modell aus angepaßten Kraftkonstanten (-) und aus
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daß die Gitterdynamik von Eis zum größten Teil von der Wechselwirkung
zwischen den nächsten Nachbarmolekülen bestimmt wird.
Tab. 5.1
-1




a y )t E Ire!. Einh.]
0
1
581 4787 4585 33307 1535
1
53,6angepaßt; D20 [90 K]
o 1] 464 5099 4328 31180 2047aus Cik [90 K] D20
... 0 2]
449 5178 4030 27054 1793aus Cik [90 K] H20
o 3] 414 5145 4064 23540 1647aus Cik [90 K] H20
l]Mitzdorf und Helmreich [1971], 2]Proct6r [1966], 3]Dantl [1968]
5.2. Ergebnisse der Beschreibung mit dem Valenzkraftmodell
Das zweite Modell [Valenzkraftnäherung] benutzt als Parameter Kraftkonstanten
K für die Elongation der Brückenbindung und Konstanten G für die Deformation
der Valenzwinkel. Eine langreichweitige Wechselwirkung, die nur vom Betrag
des Abstandes zweier Moleküle abhängt [Z. B. eine gemittel te Dipol-Dipol WKJ,
wird durch die Konstante D berücksichtigt. In seiner einfachsten Form, bei
deraHeBindungenaJs gleich angenommen werden und Dvernachlässigt wird,
entspricht dieses Model i dem von Kahane [1962].
Für diesen Fall wurden durch eine Anpassungsrechnung an die gemessenen Phononen
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Abb.16: Anpassung verschiedener Modellpotentiale an die gemessenen Punkte der Dispersion, Zuordnung der Kurven:
Modell I (---), Modell 11 (_._), Modell III (--)
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Wie man sieht, ist die Übereinstimmung mit den Meßwerten im Bereich
großer w wesentlich schlechter als bei der Born von Karman Rechnung.
Das betrifft besonders den Zweig bei q = 0 und W:: 3.8 • 101~ -1
und allgemein alle Frequenzen oberhalb W = 5 . 1013s-1, die von dem
einfachen Valenzkraftmodell nicht beschrieben werden können, obwohl In
diesem Modell über die Konstante Gauch Wechselwirkungen mit den
zweiten Nachbarn berücksichtigt werden.
Ein wesentl ieher Unterschied zwischen dem Born von Karman - und dem
einfachen Valenzkraftmodell liegt in der Anisotropie der Bindungen parallel
und schräg zur c-Achse, die zunächst nicht berücksichtigt wurde. Deshalb
wurden die den Kroftkonstonten Kund G entsprechenden Konstanten für
die Bindungen parallel zur c-Achse [K und G ] als verschieden von K
c c
und G angenommen und eine neue Anpassungsrechnung mit den 4 Kraft-
konstanten K, K , G und G durchgeführf. Die so berechneten Dispersions-
c c
kurven sind in Abb. 16 eingetragen [Modell IIJ. Ein Vergleich der mittleren
quadratischen Fehler in Tab. 5.1 und Tab. 5.2 zeigt, daß mit diesem Mo-
dell eine dem Born von Karman - Modell vergleichbar gute Anpassung erreicht
wird.
Da die D20 - Moleküle beim Einbau in das Eisgitter nicht stark verändert
werden, liegt es nahe, den Einfluß der Dipol-Dipol Wechselwirkung zu unter-
suchen !:Modell IIIJ. Wegen der statistischen Anordnung der Moleküle liegt die
relative Orientierung der Dipolmomente nicht fest. Die Kraftkonstanfe D be-
rücksichtigt eine Wechselwirkung zwischen Molekülen, die nur vom Betrag des
Abstandes abhängt. Dabei wird angenommen, daß D proportional zu R-5 ist.
Der in der Tab. 5.2 für D angegebene Wert bezieht sich auf die Wechsel-
wirkung mit den zweiten Nachbarn.
Wie die ausgezogenen Kurven in Abb , 16 [Modell 111] und die Tab. 5.2 zei-
gen, ergibt die zusätzliche Berücksichtigung dieses Terms keine bessere Anpas-
sung. Das ist sicher! ich darauf zurückzuführen, daß vorher große Teile dieser
Wechselwirkung in den anderen Kraftkonstanten enthalten waren. Zusätzlich
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beschreibt D auch für Schwingungen in Richtung der Bindung eine Kopplung
mit den zweiten Nachbarn.
Die numerischen Werte der Kraftkonstanten für die einzelnen Schritte dieser
Modellrechnungen sind in der Tab. 5.2 zusammengefaßt. Dabei zeigt sich,
daß die Anisotropie in den Kraftkonstanten Kund K offenbar für die An-
c
passung von großer Bedeutung ist. Obwohl inden Modellen I - 111 Wechsel-
wirkungen mit den zweiten Nachbarn berücksichtigt werden, wird keine bessere
Anpassung als beim Born von Karman - Modell erreicht.
Tab. 5.2
Anpassungsrechnung Kraftkonstanten dyn -1 mlttl i qucdr .Fehler. cm
K /K
,"1.
mit K G K G D [rel.~nh .]c c c
2 Kraftkonstanten 24876 586 K G 0 1 91,0
4 Kraftkonstanten 21470 590 34170 623 0 1 f 6 54;3
5 Kraftkonstanten 20212 495 33945 533 97 1,68 54,0
5.3 Diskussion der Ergebnisse
Setzen, wir voraus, daß der Einfluß der zweiten Nachbarwechselwirkung klein
ist, so sind Born von Karman - und Valenzkraftmodell miteinander vergleichbar.
Der direkte Vergleich der Tensoren D34 und D14 gibt dann die folgenden Be-
ziehung~n zwischen den Kraftkonstanten beiderModelle:
Cl! = G [ 5. 1 ] 9ß = 2K + 2G - G [5.4 ]
c
E = 4G [ 5.2 ] 9y = K +16[G + GJ [ 5.5 ]
c c
X = K [ 5.3 ] 9Q= lf2 [K + G - 5G ] [ 5.6 ]
c c
Der Kraftkonstanten K entspricht also die Konstante ii. des Born von Karman
c
Modells. Nach der Tab. 4.1 hängen deshalb bei q = 0 nur die beiden obersten
Zweige von x bzw , K ab. In der Anpassungsrechnung zeigt sich, daß auch in
c
der übrigen Brilloinzone nur diese Zweige stark von K abhängen.
c
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Im Bereich der beiden obersten Zweige liegen bisher nur wenig Meßpunkte.
Da die berechneten Strukturfaktoren hier die Intensitäten der gemessenen
Phononen nicht gut beschreiben, ist die Zuordnung dieser Meßpunkte erschwert.
Der numerische Wert der Kraftkonstanten K ist deshalb nicht so genau wie
c
die Werte der übrigen Konstanten. Die Zuordnung der in diesem Bereich ge-
messenen Frequenzen zu den translatorischen Gitterschwingungen ist auch
durch die IR-Messungen von Bertie und Whalley [1967] gesichert.
Zusätzliche Information wird aus den gemessenen elastischen Konstanten erhal-
ten. Die einzigen vollständigen Messungen in einem größeren Temperaturbe-
reich sind die Messungen von Mitzdorf und Helmreich [1971] beim D20-Eis
und diejenigen von Dantl [1968] und Proctor [1966] beim H20 - Eis.
Aus den Konstanten der Tab. 5.1 erhalten wir über die Gleichungen
[5.1 - 5.6] die in der Tab. 5.3 aufgeführten Kraftkonstanten. Der Wert
für die Konstante K ist dabei ein Mittelwert aus den GI. [5.4 - 5.6 I,
[ Die umgerechneten Konstanten der Tab. 5.3 sind wegen der Näherung beim
Vergleich beider Modelle nicht ganz exakt. Die mit beiden Modellen angepaßten
Dispersionskurven stimmen aber gut überein.]
Tab. 5.3
I
Born von Körmon- Valenzkraftmodell [Konstanten in dyn • -1 ]cm
Modell K ,... 1/ r» v IV\.7 I' \..7 I' I'.
C C c
angepaßt D20 [90 K] 22213 581 33307 384 1.5
o 1] 22842 464 31180 512 1.4('Jus c ik [90 K]D2O
o 2] 22687 449 27054 448 1.2aus c ik[90 K] H20
[9QoK' H ,... 3] 23082 414 23540 412 1.02aus c ik J 2v
1]Mitzdorf u, Helmreich [1971], 2]Proctor [1966]/ 3]Dantl [1968]
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Mit Ausnahme der DantIschen Messung folgt also aus den elastischen Konstan-
ten ebenfalls eine Anisotropie für Kcl K. Für D20 - Eis ist die Überein-
stimmung mit den angepaßten Kraftkonstanten gut.
Wenn die Bindungen parallel und schräg zur c-Achse gleich sind, so bestehen
nach Penny [1948] die folgenden Beziehungen zwischen den Kraftkonstanten
Iverql , Kap. 4.4.1] :
E: = 4a
x = 1/2 [9ß - a]
o = 1/U2 [ ß - a]
y = 1/2 [ ß.+ 7a]





in diese Beziehungen ein, so zeigt
sich, daß diese Gleichungen nur für DantIschen Wert gut erfüllt sind. Ein
entsprechender Unterschied besteht ebenfalls im Verhältnis der elastischen
Konstanten C331 C11 [C11 [C33 , C11 : Widerstand gegen eine Kontraktion
in z-«, x-Richtung.J· Nach den Messungen von Mitzdorf und Helmreich [1971]
und Dantl [1968] erhält man für dieses Verhältnis bei 900 K 1.17 bzw. 1.08.
Zunächst soll der Unterschied zwischen den Kraftkonstanten Kund K
c
diskutiert werden.
Lippincott und Sehröder [1954] berechneten mit ihrer empirischen Potential-
formel den Wert K
o_o
für H20 - Eis zu 0.22.10
5 dyn' cm- l• Aus dem ge-
messenenVerhältnis wD20/w H20 ::: 0.967 für die intensivste Linie bei
229 cm-1 im IR-Spektrum und dem Verhältnis MD20 I MH20 läßt sich ab-
schätzen, daß dieKraftkonstante für D20 - Eis um co , 4% höher IO. 23 • 105
dyn . cm-1] sein sollte. Mit der Potentialformel von Lippincott und Sehröder
berechnet man für D20 - Eis die Werte K = 0.392 • 10
5 dyn • cm-1, die
bezogen auf den Wert für H20 - Eissicher zu hoch liegen. Benutzt wurden
die von Lippincottund $chröderangegebenen Werte für die Konstanten zusorn-
5 -1
men mit KO_ D = 7.94 • 10 dyn ~ crn [ Herzberg 1966] und die Atomab-
. stände von Peterson und Levy [1957]. Wenn auch die absoluten Werte der be-
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rechneten Kraftkonstanten nicht sehr genau sind, so sollte doch das relative
Verhältnis K / K annähernd richtig sein. Mit den hier berechneten Werten
c
erhält man K / K = 1.022. Daß die Bindungen in c-Richtung etwas stärker
c
sind, scheint vernünftig, da diese Bindungen um 0.47 %verkürzt sind.
Die folgende Überlegung spricht ebenfalls gegen einen sehr großen Unter-
schied in den Kraftkonstanten dieser Bindungen: Betrachten wir die Mole-
küle im Eisgitter , so zeigt sich ein wichtiger Unterschied zwischen beiden
Bindungen. Die Bindungen in c-Richtung sind spiegelsymmetrisch, diejeni-
gen schräg dazu punktsymmetrisch [Abb. 17].
Bindungen Ditf. in %
+ -- + -- + --
spiegelsymmetr. -c 'Y: 'Y: + 2.26
(11 zur c- Achse) A A A
-
++ + +- + -+
I invers schräg schräg I(75.74) (74.07)
+ + -- + --
punktsymmetr.
-c <c 'Y: 1.28(schräg zur c- »: ~ I
-





Abb. 17: Möglichkeiten für die relative Orientierung
zweier -Moleküle . zusammen mit- denelektrosta ti-
schen Bindungsenergi en in ur" erg nach Kahane
-54-
Abhängig von der relativen Orientierung der Dipole sind die Bindungs-
energien verschieden. Der elektrostatische Anteil der Bindungsenergie
kann für die einzelnen Konfigurationen in der Abb , 17 berechnet werden.
Die Rechnungen von Kahane n962] und Pitzner und Polissar [1956] zeigen
jedoch, daß diese Unterschiede zu gering sind, um ein Verhältnis K / K~ 1 .6
. ·c
zu erklären [vergl. ebenfalls Campbell et al. [1967]].
Es ist daher wahrscheinlich, daß der für D20- Eis gefundene Wert 1.68
nicht dem wahren Unterschied in den Bindungsenergien der Brückenbindungen
entspricht.
Das bedeutet, daß die Voraussetzungen für die Modellrechnungen [vergl.Kap. 4.3]
1] Vereinfachte Nahordnung
2] Vernachlässigung einer Kopplung zwischen Phononen
und Librationen der Moleküle
3] isotrope Dipol-Dipol Wechselwirkung und Vernachlässigung
von Wechselwirkungen, die über die zweiten Nachbarn
hinausreichen .
nicht in vollem Umfang zutreffen.
Die in Kap. 5.1 diskutierte gute Übereinstimmung der aus den elastischen
Konstanten berechneten Dispersionskurven mit den gemessenen Kurven und die
Tatsache, daß bereits mit den einfachen 2-Kraftkonstanten Modellen von
Penny [1948] und Kahane [1962] die elastischen Konstanten annähernd richtig
berechnet werden, deutet darauf hin, daß die erste Voraussetzung recht gut er-
füll t ist.
Eine Kopplung der Phononen mit den Librationen der Moleküle würde die obersten
Zweige und domlt Kdirektbeeinflussen~Wegen der unterschiedlichen effek-
c
tiven Massen [H20 : 2.32, Nelkin [1960], D20 : 4.11, Honeck [1962J liegen
die Llbrcflonsfrequenzen im D20 - Eis rund um den Faktor 1/ f2 tiefer. Die
Abb. 18 zeigt ein am D20 - Polykristall von v , Blanckenhagen [1970] mit















Abb.18: Flugzeitspektrum für o.o-as Ih (268°kl,
Einfallsenergie: 5meV, Streuwinkel: 20~Qmax =Lage des
1. Maximums des Strukturfaktors (nach v: Banckenhagen 1970)
Obgleich dieses Spektrum noch einen mit wachsender Energie zunehmenden
Anteil von Vielphononenprozessen enthält / zeigt es doch/daß die Bereiche
der translatorischen Gitterschwingungen und der Librationen loberbe lb von
co , 38 meV] nicht gut getrennt sind, so daß eine gegenseitige Beeinflussung
wahrscheinlich ist. Die aus den Messungen von Proctor [H20-Eis ] abgeleitete
Anisotropie und die Unterschiede zwischen den am H20-Eis gemessenen .elo-
stischen Konstanten können aber hierdurch nicht erklärt werden.
Die dritte Voraussetzung sollte für einen Einkristall mit einer statistischen
Konfiguration der molekularen Dipole gut erfüllt sein. Bei einer solchen
gering sein. Nur so ist das gute Zutreffen der einfachen Modelle zu verstehen.
Außerdem hat die Rechnung mit dem Valenzkraftmodell [Modell 111] den ge-
ringen Einfluß einer isotropen Dipol-Dipol Wechselwirkung gezeigt. Eine Be-
rücksichtigung dritter und höherer Nachbarn wird dieses Ergebnis nicht mehr
wesentlich beeinflussen, da die Beiträge dieser Moleküle mit wachsendem Ab-




Die in den Modellrechnungen im Verhältnis K I K gefundene Anisotropie
c
könnte durch langreichweitige Wechselwirkungen, die verstärkt in c-Rich-
tung wirken, erklärt werden.
Eine solche Anisotropie in den Wechselwirkungen ist nur bei einer polaren Struk-
tur des Eisgitters möglich. Die Hypothese einer polaren Struktur des Eises wurde
von Dantl [1967] benutzt, um Unterschiede zwischen den gemessenen elastischen
Konstanten verschiedener Autoren, die außerhalb der angegebenen Fehlergrenzen
liegen, zu erklären. Als zusätzliche Begründung gibt Dantl die von einigen Au-
toren gefundene Piezoelektrizität [ Deubner et al. 1960] und die bei der Alte-
rung abnehmende Dichte des Eises [ Dantl und Gregora 1968] an. Nach Dantl
hat 11[unges" Eis unmittelbar nach der Zucht eine polare Struktur, die erst durch
einen Alterungsprozeß in die statistische Konfiguration der H20-Dipole umge-
wandelt wird, wobei die Bernal-Fowler Regeln erhalten bleiben. Das von Workman
und Reynolds [1950] in Richtung der c-Achse nachgewiesene und der Segregation
von Fremd-Ionen zugeschriebene Wachstumspotential [etwa 100 V in reinem Eis]
soll [nach Dantl] eine Orientierung der Wasserdipole in dieser Richtung bewirken.
Kombinatorische Überlegungen und die Simulation des Kristallwachstums "auf einer
Rechenmaschine [ Bullemer et cl • 1971 J zeigen neuerdings, daß selbst bei der
Züchtung von "Idecl " reinem Eis Wasserdipole parallel zur Wachstumsrichtung
bevorzugt auftreten müssen [ S = R 1n 2 J. Die AI terung erfolgt dann durch
o
einen "rondorn walkll-Prozeß von eisspezifischen Fehlern in der Protonenstruktur
[ Bjerrumfehler r Ionenfehler ]; wodurch schließlich eine Gleichverteilung der
Molekülrichtungen erzeugt wird [ Poul inqstrokturI,
Der Alterungsprozeß wird durch jede Maßnahme beschleunigt, welche die Zahl
oder die Beweglichkeit der Fehler erhöht; z.B. Tempern IDcntl], Dotieren oder
Oberflächeninjektion Lßullemer [1971]].
Dantl gibt an, daß für seine Messungen gealtertes Eis benutzt wurde, das längere
Zeit auf Schrne iztemperaturgeha iten wurde.
Für die vorliegenden Untersuchungen wurden Einkristalle, die keinem längeren
Alterungsprozeß unterlagen, verwendet. Sie wurden während der gesamten Meß-
zeit auf einer Temperatur von 900 K gehalten und sollten daher noch eine polare
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Struktur aufweisen. Die in der Anpassungsrechnung gefundene Anisotropie
im Verhältnis K /K kann so qualitativ erklärt werden. Es ist dann eben-
. c
falls verständlich, daß die Modellrechnung mit den elastischen Konstanten für
die Dantischen Werte keine Anisotropie bezüglich K / K liefert. Die Proben
c
von Mitzdorf und Helmreich unterlagen ebenfalls keinem längeren Alterungs-
prozeß, während die Arbeit von Proctor hierüber keine Angaben enthält.
Auf die Mögl ichkeit, die am H20 - Eis gemessenen Roman-Spektren durch
eine poiareC6V Struktur zu erklären, wird ebenfalls von Faure und Kahane [1971]
hingewiesen. Diese Arbeit enthält den interessanten Hinweis, daß die im R-
Spektrum intensive Linie bei 310 cm- 1 im polykristallinen Eis nicht mehr ge-
funden wird.
Die Hypothese einer teilweisen geordneten Struktur des Eises erfordert eine er-
neute Diskussion der Nullpunktsenergie: Die experimentellen Werte
+ + -1 -1.[D20 : 0,77 - 0.1 und H20: 0.82 - 0.15 ccl . Mol . Grad ] stirn-
men innerhalb der Fehlergrenzen mit dem von Nagle [1966] für die statistische
Konfiguration der H20 - Dipole unter Einhaltung der Bernol-Fowler Regeln be-
+
rechneten Wert von 0.8145 - 0.0002 überein. Jede Einschränkung der Mög-
lichkeiten für die Protonenanordnung erniedrigt diesen Wert. Eine grobe Ab-
schätzung analog zu der in Kap. 2.1 ergibt für einen in c-Richtung geordneten
-1-1Kristall S = 0.36 cal. Mol • Grad . Die angegebenen experimentellen
o
Werte für D20 - und H20 - Eis sind bisher die einzigen Messungen. Sie wurden
orn ....,.,lvJ.,..:.,I-~11 Inen m~gl:,..he"u,o:"e "e"ll-o,.l-orY\ Eis d. "'Ch"otiihd In .llnh",tt-nrhtUl I t"VI/"II"".UIIIII '1, IIV 11""'11 1'1""""."" ~ to",alIWII'-"III, ~I _. 'I~_I""'I"I. 111. ~II__ I' __ •••
der zahlreichen Hinweise auf eine teilweise polare Struktur wäre eine Wieder-
holung dieser Messungen an "[unqen" Einkristallen wichtig.
Wird der winkelabhängige Term der Dipol-Dipol Wechselwirkung gleich eins
gesetzt, so folgt aus dem numerischen Wert der Kraftkonstanten D in der Tab. 5.2
ein Dipolmoment von 4.2 • 10-18 el. stat. Elnh, [experimenteller Wert in Eis:
2,60 .10- 18 el.stat. Einh., Fletcher [1970],5,46 J.Der geringe Einfluß von D
auf die Güte der Anpassung zeigt aber, daß D nicht sehr genau bestimmt werden
kann, so daß aus dem numerischen Wert keine weitergehenden Folgerungen gezogen
werden können.
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Die in der vorliegenden Arbeit erhaltenen intermolekularen Kraftkonstanten
Kund G können mit den Kraftkonstanten, die von anderen Autoren für die
Brückenbindung im H20 - Eis bestimmt wurden, verglichen werden [ Tab. 5.4].
Für diesen Vergleich wird die Kraftkonstante K benutzt, da sie im wesent-
lichen von den Zweigen unterhalb von W = 4.6 • 1013s- 1 bestimmt wird
I verpl , GI. 5.1 - 5.6 und Tab. 4.1 J. In diesem Bereich liegen fast alle
Meßpunkte, und die Gültigkeit des Valenzkraftmodells wird hier durch die gute
Übereinstimmung der angepaßten Dispersionskurven mit den aus den elastischen
Konstanten abgeleiteten Kurven und mit den gemessenen Phononen bestätigt.
Tab. 5.4 I o Ile Konstanten in Einheiten von 104 dyn v cm-1 ]
K G
Faure [1969] IR] 1.78 0.061 H2O , 148°K
Bertie und Whalley [1967] [IR] 1.74 0.044 H2O, lOOoK1.90 0.044 H2O , 1000K
Lipp incott und-Sehröder [1955] 2.2 H20
diese Arbeit 2.09 0.051 D2O, 90
0K
Benutzt wurden die Werte der Kraftkonstanten in Tab. 5.2 [ Modell 111],
wobei K um den Beitrag der Dipol-Dipol Wechselwirkung vergrößert wurde.
Von den Konstanten G und G , die fast gleich sind, wurde der Mittelwert
c
genommen.
Die aus den R- und IR -Messungen bestimmten Konstanten wurden aus der Zu-
ordnung der Spektren zu den Frequenzen eines einfachen Valenzkraftmodells
mit?:wf:!ii<:rgftkonstanten an d_enkritischE;}n Punkten gewonl1en.[)ie C:;EmCluig-
keit dieser Werte wird davon beeinflußt, daß sie nicht aus einer Anpassung in
einem größeren q-Berelch bestimmt wurden und daß die Zuordnung der kritischen
Punkte zu den gemessenen Spektren schwierig und nicht immer eindeutig ist. Ein
genauer Wert für die Kraftkonstanten in H20 - Eis steht deshalb nicht zur Ver-
fügung. Die Tab. 5.4 zeigt, daß die Kraftkonstanten der H-Brückenbindung
im Mittel etwas kleiner als die der D-Brückenbindung sind.
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VI. Zusammenfassung
Der größte Teil der Dispersion der translatorischen Gitterschwingungen
im hexagonalen D20 - Eis wurde zum ersten lv\al gemessen.
Mit dem Born von Körman-Modell wird mit einer "root sampl ing"-Methode
die Zustandsdichte der Phononen aus den angepaßten Kraftkonstanten be-
rechnet. Dabei kann gezeigt werden, daß diese Zustandsdichte von der mit
den Schwingungsamplituden gewichteten "effektiven" Zustandsdichte nicht
wesentlich abweicht.
Die Modellrechnungen mit dem VaIenzkraftmodel I wurden in drei Schritten
ausgeführt. Im ersten Schritt wird nur eine Kraftkonstante K für die Elongation
der Brückenbindung und eine Konstante G für die Deformation des Valenzv/in....
kels benutzt. Eine gegenüber diesem Modell wesentlich bessere Anpassung wird
im zweiten Schritt erzielt, bei dem für die zur c-Achse parallelen Bindungen
unabhängige Kraftkonstanten Kund G angenommen werden. Hier wird eine
c c
mit dem Born von Karmcin-Modell vergleichbar gute Anpassung erreicht, wobei
ein Verhältnis K / K = 1.6 folgt.
c
In einem dritten Schritt wird zusätzl ich eine gemittelte Dipol-Dipol Wechselwirkung
bis zu den zweiten Nachbarmolekülen berücksichtigt. Diese Wechselwirkung er-
gibt nur kleine Änderungen in den übrigen Kraftkonstanten aber keine weitere
Verbesserung in der Anpassung und bleibt ohne wesentlichen Einfluß auf das Ver-
hältnis K / K.
c
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Der große Wert von K wird dabei im wesentlichen durch die Anpassung der
c
beiden obersten Phononenzweige an die Meßpunkte bei w = 5.2 1013s-1 be-
stimmt.
Zusätzlich wurden in der vorliegenden Arbeit Modellrechnungen für D20 -
und H20 - Eis unter Benutzung der gemessenen elastischen Konstanten
[ D20 - Eis: Mitzdorf und Helmreich; H20 - Eis: Proctor; Dantl] durchge-
führt. Mit Ausnahme der Dantischen Messungen wird hier ebenfalls eine Aniso-
tropie im Verhältnis K /K gefunden.
e
Wie die Diskussion der Kraftkonstanten zeigt, können die großen Unterschiede
zwischen Kund K nicht durch die geringe Verkürzung der Bindungen in
c
c-Richtung und durch Unterschiede in der Symmetrie der Bindungen erklärt werden.
Beim D20 - Eis könnte die Lage der hohen Phononenzweige und damit der Wert
von K durch eine Kopplung der Phononen mit den Librationen der Moleküle be-
c
einflußt werden. Eine qual itative Erklärung der in dieser Arbeit gefundenen Er-
gebnisse ist mit der folgenden, zuerst von Dantl aufgestellten Hypothese möglich:
Nach Dantl und nach Bullemer haben junge Eis-Einkristalle unmittelbar nach der
Zucht eine polare Struktur, bei der die molekularen Dipole vorzugsweise in
Richtung der c-Achse orientiert sind, und eine Umwandlung in die statistische
Konfiguration erfolgt erst in ein~m Alterungsprozeß. Eine solche polare Struktur
ermögl lehr langreichweitige Wechselwirkungen in Richtung der c-Achse und er-
klärt den größeren Wert für K •
c
Für die vorliegenden Messungen wurden Einkristalle benutzt, die keinem längeren
Alterungsprozeß unterlagen. Sie wurden während der gesamten Meßzeit auf 900K
abgekühlt. Lediglich bei den Dantischen Messungen ist bekannt, daß sie am ge-
alterten Eis ausgeführt wurden, das längere Zeit auf Schmelztemperatur gehalten
wurde. In Übereinstimmung mit Dantls Hypothese wird hier aus den elastischen
Konstanten in der Modellrechnung keine Anisotropie im Verhältnis K /K gefunden.
c
Für die Brückenblndunqen im D20 - Eis wurden bei 90
0K die Kraftkonstanten
K = 2.09 und G = 0.057 [Einheiten: 104 dyn. cm- 1 ]bestimmt. Der Vergleich
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mit den aus R- und IR-Messungen bestimmten Kraftkonstanten zeigt, daß die
Brückenbindungen im D20 - Eis etwas stärker als im H20 - Eis sind.
Da die hohen optischen Zweige die meiste Information für eine Verbesserung
des einfachen Modells liefern, sollte versucht werden, die übrigen wegen In-
tensitätsschwierigkeiten bisher noch nicht gemessenen Zweige zu bestimmen.
Eine genauere Untersuchung im Frequenzbereich der Libration liegt ebenfalls




x-Richtung: Die- Determinante der dynamischen Matrix zerfällt in
4 symmetrische Unterdeterminanten vom Rang 3
[-AR+X+ER AI BI l [AR+X-ER AI BI ]b. - BR+X+ER DR b.2= -BR+X-ER -DR1- CR+Z-KR -CR+Z+KR
fAR+X+ER AI -BI 1 r-AR+X-ER AI -BIl
A ... = -BR+X+ER DR A,= BR+X-ER -DR
"'3 l -CR+Z-K~ -Li- L CR+Z+KRJ
2AR=-4a.-2(a,+3ß)cos(3 rr q)
AI=-2 V3(ß-a.)Sin(~Tl: q )
2BR=-4ß-2(3a,+ß)cos(3 Tt q)
BI=~ [ 2 (a,+ß)-e:] sin(~ Ttq)
x=+6 (a,+ß) +e:
CR=-y [1+2COS(~ Tt q)]




y-Richtung:Die Determinante der dynamischen Matrix zerfällt in
2 symmetrische Unterdeterminanten vom Rang 2
und 2 vom Rang 4
[-AR+X+ER AI 1 rAR+X-ER AI 1
b.1= AR+X+ERJ b.2=L -AR+X-E~j
[BR+X+ER -DR BI DI ]8 - -CR+Z-KR DI CI3- BR+X+ER DR
CR+Z-KR
rCR+Z+KR -DI CI DR
1b.4= -BR+X-ER DR -BI-CR+Z+KR DIl BR+X-ERJ
2 1AR=-4a,coe;(3 Tt q)-2(a,+3ß)cos(3 n q)
AI=+4a.sin(~TtQ)-2(a,+3ß)Sin(; rt q )
2 1BR=-4ßcos(3 Tt q)-2(ß+3a,)cos('3Tt q )
. _. - -BI -+.4ßS'.i.n-(-~-tt-q>--2-(ß+-3a,->-Sin.(;-rt-q)
I I
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Tab. A 1 fortgesetzt:
Z=+3Y+x
2 1CR=-y . cos(.rrtq)-2Y . cos(3"Ttq)
CI=+y . sin(~Ttq)-2Y . sin(~Ttq)




z-Richtung:Die Determina~te der dynamischen Matrix zerfällt in









1AR=-6 (a.+ß) cOS('Ij:'lt q)
AI=-6 (a.+ß) sin ci lt q )
1CR=-3Y cos('Ij:' lt q)
CI=-3Y sin(iTtq)
ER=- E cos(tTtq)
EI=-Esin (t lt q)
KR=- xcos(t Ttq)




x-Richtung:Die Determinant~ der dynamischen Matrix zerfällt in


























822 4A = C1+CG-3D)cos(3 Ttq) - 3 (G+8D)cosC3 Tt q)
5 2· 8 4
B = C1-(~+8D)cosC3 Ttq)f cos(3 rt q )




(2Gcos(3 Tt q) + G cosC
3Ttq)
D =9~ [cos (; Ttq ):..cos (~Tt. q). 2 ]
4 '2
AI= -4G-3(K+~+Gc)cos(3ltq)










a = _. /:ßG[2sinC~ ytq)=sinC;n;q)]
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Tab. A 2 fortgesetzt:
b 2 V2Gr . (2 ). (4 )]= ~LsJ..n '3"ltq +sJ..n 3'ltq
a'=~ (5G-K-Gc) sin(~ltq)
b '= - ~!i (K-5Gc +G) sin(~lt q)
u = 3V3C3Gc~8D)Sin(~ltq)
2\/2 I"'t • ,2 ,







c-3D) COS(3 lt q)
G 8 2]ß '= (T- 9D) [2+COS(3 lt q)




IY-Richtung:Die Determinante der dynamischen Matrix zerfällt in
2 symmetrische Unterdeterminanten vom Rang 2





























1 1A = 3 [ 4K+13(G+G
c)+16D ] ~(3G-8D)c08( lt q)
1 ' 1J~ --=--9- (_12K-I-;;3G+-99Gc-+9~D-)-9 (-5G+7~f»COS(-re-q-)--- --- - --------------- - ---- -- --1----
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Tab. A 2 fortgesetzt:
1 8C = 9(9Kc+3K+48Gc+40G+96D)~ cos(nq)
D = 4'fG [1-cos(Tt q)]
4 1 . 2
A '=- 3(K+G+Gc)cos(3ltq)-4G co's(3 Ttq)
4 .14 2
B '=- 9 (K+13G+G
c
)cos(3 Ttq)- 9 (2K+2G
c
-G) cos(3 n q)
C'=- ; [K+16(G+G
c)] [cos(~Ttq) +2cos(; nq)]
D '= 2'!j- (K-5Gc +G) [cos(~ n q)- cos (5lt q) J
a =- ;<K+G+G
c) eine; nq)+4G ain(~Ttq)
b =- ~(K+13G+Gc) sin<; Ttq)~(2K+2Gc -G) sin(~ Ttq)
C =- ; [K+16(G+G
c)] [2 Bin<; Ttq)- Bin(~ltq)J
d =- 2'!j-<K-5Gc+G) [sin<; ltq)+ sin<~nq)J
d '=- 3~ G sin( Tt q )
a. = <Gc-~D) sin<; Ttq)
ß = ; (3Gc-8D) Sin(;Tt q)
32 1Y =~ 9"D ain(3 rt q )




y'- 32D sin(2 n q)










- 3 D) cos(3 Tt q)
1 1 2 2
. .v.' =91:2<!c...JHüQQ!!(3T't9.1±,~J2<!c -:~p l c,os.(3 T't q l__ . ' ..
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Tab. A 2 fortgesetzt:
z-Richtung:Die Determinante der dynamischen Matrix zerfällt in









4 1A=B=- 3 (K+G c +4G) cos (4 Tt q )

























x' =- 392 n cos ( Tt q)'3
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Tab. A 3: Phononenfrequenzen in den Hauptsymmetrierichtungen
[ 1120 ] , [01 to ] und [0001 ]
Anordnungen: Nach den Lösungen der zugehörigen Unterdeterminanten von
Tab. A 1 und A 2
1. Spalte: q/q .
max 13
2. Spalte: W in 10 rad/sec.
Kennzeichnung in Abb; 10:~1 [0], /12 [0], /13 [+], ~4 [6]
[ 1120] - Richtung,/1 1).06 4.27 [ 1120 ] - Rlchrunq, /1 21 0.21 4.11
0.82 3e21 '1.23 ('.39 1).03 2.9'5
f'!.85 4.88 0.25 4.05 J.C1 2.E9
1'.90 ?( e 0.27 4.22 0.09 :?-.O ?
0.92 1.49 D.'3!' 0.68 1).10 3.C(l
('.94 1.45 0.33 4.116 (' .16 ':l f'~_' • -.,.' .J
n.S5 1.39 0.42 4.('4 0.10 2.98
0.97 2.92 0.45 4.08 0.21 2.88
l.('fl 2.71 0.46 3.90 o, 2 '3 2.84
1.0e 2.74 0.47 3.87 i) .. 26 2 ..81
1.10 2.7C 0.48 3.97 0.27 1.28
1.11 2.68 ''1.53 3.12 0.31 2.9~
1.12 2.65 ') ..54 3.13 1.~~ 2.89
1.13 1.4'.: 0.55 l.iB C.3? 2.90
1.17 2.58 IJ.se 3.65 (1.35 2.99
1.18 1.44 0.61 1.13 1".37 2.89
1. 21 2.74 0.61 1.14 0.38 2 ..95
1.21 2.c5 C .61 1.07 0 ..41 2.<;7
1.22 1.29 fl.61 3.55 0.48 2.84
1.22 1.17 1J.62 3.51 ~.49 2.92
1.22 2.57 ;J.63 1.07 0.49 3.011
1 .. 24 2 ..65 ".c3 ~ .Ut 0.55 ':l I"C::-- ....... -'
1.26 2.65 0.66 1.21 '1.59 : ..18
1.27 1.38 e.69 3.42 0.74 1.63
1.27 2.65 0.69 1.24 0.18 3.21
1.21 2.62 0 ..71J 1.29 1.32 1.13
1 .31 1.28 0.12 1..27 1.33 1.13
1.31 2.t.2 '] .12 1.32 1.35 1.13
1.33 1.21 (' ..7? 1.29 1.35 3.7C
1.35 1.17 'J.74 1.24 1.39 ~.79
l.~e 2.65 0.75 1.28 1.43 1.13
1.38 1.17 Q.7c 1.34
1.38 1.21 n.11 3.28
1.3q 1.06 1.79 3.22
1.39 2.65 1''1. an 1.34
1 ..39 2.63 0 ..81 1.27
L4n 1.09 n.Sl 3.21
1.41 ('.99 0.81 1.39
1.4~ 1.06 {1., 8 2 1,. 31
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Tab. A 3 forgesetzt
[ 1120 ] - Richtung, ß 3 1.17 4.13 (l.67 4.1<;
1.22 5.15 0.67 (J .9n
0.08 4.38 1.22 1:.13 11.72 4.13
') • 16 4.29 1.24 3.18 0.7t. 1.13
C.20 5.57 1.24 3.21 0.76 4.32
0.24 5.26 1.25 4.16 C.77 4.1f
1.25 5.15 1.26 4.25 0.77 4.1<;
0.27 1.04 1.27 3.17 f).8S 4.17
0.41 5.33 1.30 3.27 1".89 4.2e
1').43 1.53 1.30 3.25 C.C;5 4.19
0.45 1.t.O 1.31 4.25 0.99 4.1<;
('\.51 5.20 1.32 3.30 1.0(1 r .98
0.53 4.2<; 1.33 4.12 1.00 4.15
0.55 1.90 1.34 3.17
0.59 2.10 1.36 4.22 [0110] - Richtung, ß 20.59 4.31 1.36 3.27
C'.61 2.1n 1.36 3.25 0.75 1.49
O.t3 2.16 1.38 4.04 ).81 1.49
0.64 2.11 1.40 3.14
0.65 2.22 1.42 4.11
0.67 2.21 1.49 3.20 [0110] - Richtung, ß 30.69 2.39
:).69 2.2<; [ 11~0 ] - Richtung; ~4 0.('8 4 .1 Ci
".69 2.30 O.r9 4.32
'J.72 2.40 0.11 1.17 o .15 4.29
11.74 2.44 0.49 0.78 CI.11 4.25
0.16 2.46 0.55 0.8t:' 0.19 4.25
0.76 5.11 0.60 0.96 f'l!22 5.16
o , 77 4.1<; <'.65 C.96 1").26 5.55
0.77 2.51 f).67 1.07 t).26 4.11
0.19 2.51 0.67 1.02 0.26 4.07
0.80 2.51 0.13 1.02 ".27 4.19
J.Ei 5.i1 0.81 1.17 ").28 4. i 2
n.e1 2.58 0.8a 1.11 ".41 3.fl2
11.85 2 .. 69 0.90 3 ..75 1 ..45 5.1<;
0.86 2.64 0.94 1.69 0.45 3.77
(J.86 2.69 f1.<;S 1.68 ').52 3.72
0.89 4.22 0.91 1.16 n.5~ ~.76
<J .8"9 5.20 1.33 1.55 1.53 5.C6
".91 4.21 1.36 1.41 0.54 1.16
0.91 2.14 1.43 1.68 1".'.57 3.82
0.91 5.31 1.59 1.93
11.92 2.75 [0110] - Richtung, ß 1 0.61 1.9'?0.92 2.78 0.63 2.10
0.93 4.08 0.29 O.~2 0.64 5.2')
0.96 5.20 0.50 C.78 0.64 1.9<;
0.96 2.80 1').51 4.19 0.65 3.51
0.97 2.86 0.57 C.73 ." .65 3.6('\
C.99 2.91 0.58 0.78 1').66 2.19
0.99 5.17 O.t.1 4.19 0.61 2.10
1.n,9 4.18 0.65 4.11 1.70 3.49
1.14 3.17 ".65 0.<;0 1).71 2.18
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Tab. A 3 fortgesetzt
[0001 ] ,;. Richtung, ~ 1
[0001 ] - Richtung, ~ '2




') ..02 3 .() 3
'~(,3 2.81














I:' .5 C 1.87
(\.5(' l.<j?















































rl. e8 2 ..56
f) .90 3 .11
0.<;1 2.,62
0.93 3.17
(i • <; 4 2.76
1.<16 '] .19
(,).98 2.76
') .. (]3 2 ..80
r) .fJ8 1.12






" ']c 2.84'..... ~ ,
r) .. 4 7 2.97
0.48 2.83














0 .. 80 3.32
fl ..87 1.('11
[0110 ] ~ Richtung, ~4
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